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SYSTEMS OF ALGEBRAIC DIFFERENTIAL EQUATIONS 
By J. F. Rirr 


In our Colloquium Lectures' we obtained, in the course of examining other 
questions on systems of algebraic differential equations, an elimination theory 
for such systems.? Apparently no accurate elimination theory had ever been 
given before. 

There exist, in the treatises on differential equations, discussions of the elimi- 
nation problem for systems of n equations in n unknowns, which start from the 
fact that a general system can be replaced by a system involving only first 
derivatives.* The unsoundness of these discussions is reflected in the reductions 
to normal form which they claim to effect. The representations at which they 
arrive are entirely unsuitable for general systems.‘ 

In the first part of the present paper, we develop, using the principle mentioned 
above of passing to a system involving only first derivatives, a second elimina- 
tion theory for systems of equations which are algebraic in the unknowns and 
their derivatives. This treatment of the elimination problem can be regarded, 
more or less, as a rigorization, for the case of algebraic differential equations, 
of the discussions in the older literature. 

The method presented here has the disadvantage, as compared with that in 
our Colloquium Lectures, of concealing the unknowns present in a given system 
of equations among new unknowns, which are adjoined to reduce the given 
equations to the first order. The first elimination theory is thus more useful, 
for certain applications, than that given here. 

On the other hand, the new elimination leads in a natural way to theorems 
on the number of arbitrary constants in the solution of a system of algebraic 
differential equations. This matter is taken up in the second part of the present 
paper, in which we investigate the order of an irreducible system of algebraic 
differential equations. 


' Differential equations from the algebraic standpoint, Colloquium Publications of the 
American Mathematical Society, vol. XIV (1932). Designated below by a. 

*a, p. 96. The elimination theory is actually independent of the theory of irreducible 
— and, in fact, as stated in §70 of a, leads to a new proof of part of the decomposition 
theorem. 

* See for instance, Jordan, Cours d’ Analyse, vol. 3, §3, or Forsyth, Differential Equations, 
vol. 2, Chapter I. 

a: Cf. Painlevé, Encyclopédie des Sciences Mathématiques, II 15, p. 2, footnote 2, par- 
ticularly the sentence “De plus, il peut se faire que... .’’ Our examination of the litera- 
ture fails to reveal any implications of this remark for the present paper, as far as earlier 
work is concerned. 

* See also the next paper in the present volume. 
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Throughout our work we shall use the notation of our Colloquium Lectures 
and the theory of systems of algebraic equations as there presented.* 


Part I. Elimination theory 


1. We consider a finite system = of non-zero forms in yi, --+ , Yn, each form 
being of order not exceeding unity in each y;. We shall show how to obtain the 
manifold of =, if = has solutions, by the solution of a set of systems of differential 
equations, each system being essentially in the Jacobi-Weierstrass normal form. 


2. Let wi, --- , Um be those y; whose derivatives are actually present in some 
forms of =. Let v1, --- ,v, be those y; whose derivatives do not appear. 


Then m + r = n. 
We represent the first derivative of any u; by Uy. 


3. We shall consider the forms in = as simple forms® in the u;, w;; v;, taking 
for domain of rationality the field § associated with 2. 

Our first step is to decompose this system of simple forms into a finite set of 
finite indecomposable systems (essential), Ai, ---, As. In conducting this 
decomposition we order the unknowns as follows: 

(1) Ui, +++ y Um Ur, ++ y Us Dy °° y Dre 
Of course, = will be equivalent to the set of systems obtained by considering 
the forms in each A; as differential polynomials.® 

The process which gives A,, --- , A, gives, for each A;, a basic set of the prime 
system equivalent to A;. 

We consider any A,, calling it, simply, A. The prime system equivalent to A 
will be denoted by 2. In what follows, we assume that Q has solutions. 

Suppose that the basic set of 2 contains forms in the u; alone (that is, forms 
free of the uw; and »,). 

Let 


(2) Al, lcs » As, 


taken in the order in which they appear in the basic set, be those forms. Let A| 
be the form obtained by differentiating A; with respect to x, considering the u; 
as functions of xz. Then, if u, appears in A ;, wu; will appear in A y and, indeed, 
will appear linearly. In what follows, we consider each A; as a simple form 
in the wu; and u;. 





° Chapter IV. 

’ The separation of the wu; and v; is for the purposes of Part IT. 

8 a, Chapter IV. 

* We substitute this expression for differential forms as in a continuing to use form as an 
abbreviation. 
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4. The first case which we shall consider is that in which each A; is in Q. 
We are going to obtain, from the basic set of 2 a system of differential equations, 
in a normal form, whose solutions are solutions of >. 


5. If p < m, there will be certain u; of which none appears as an unknown of 
highest subscript in any A; in (2). 

The totality of such u; may be taken as part of a set of unconditioned un- 
knowns for 2. We rearrange the subscripts of the u; in such a way that the 
unconditioned u; above become 


U1, *** » Um—py 


and so that the u of highest subscript in each A; in (2) goes over into Up_»4 ;. 

Now let the uw; in (1) be rearranged so that each u’, may represent the de- 
rivative of u;,7 = 1, --- , m, for the new ordering of the u;. The v; we leave 
undisturbed. 

For the new arrangement of the unknowns, we write B; for A,, B’ for A 4 
A’ for A, 2’ for 2. Of course, 2’ is a prime system. 

We determine a basic set for 2’. This is accomplished by decomposing A’ 
into essential prime systems, each prime system being represented by a basic 
set. Of course, only one prime system, namely © will be obtained. It is easy to 
see that the ascending set 


(3) Bi, -+- , By 


can be taken as the first p forms in the basic set of 2’. We understand this 
to be done. 
Of course, each B; is in 0”. 


6. We writeh = m — p. We are going to show that 
(4) Maess ears » ty, 
are not among the unconditianed unknowns for ©’ as given by the basic set 
of 2’. Let us consider Bj. It involves u;,,, linearly, with S, the separant of 
B,, for coefficient of u,,,. We consider the forms of the basic set of 2’ which 
involve only unknowns preceding u,4,. These forms constitute an ascending 
set II which consists of (3) and, perhaps, of forms introducing certain u; with 
i<h. Let C, be the remainder of B; with respect to I. Then C,, which is 
in 2’, involves uj,4, linearly with a coefficient D which is found by multiplying 
S by powers of the initials in IJ and subtracting from the result a linear com- 





© To complete the set of unconditioned unknowns, we can use those u, and v; none of 
which is a rightmost unknown in any form of the basic set. 

To be specific, the unconditioned unknowns are those none of which is rightmost in 
any form of the basic set. Among them are u, -** , Ua. 
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bination of the forms in II. If D were zero, S would bein Q’. This shows that 
U, +1 is not among the unconditioned unknowns. 

As C, is reduced with respect to II and is only of the first degree in u,.,, we 
may use C, as a form in the basic set of 2’ to introduce u h+1- In what follows, 
we suppose this to be done. 

In the same way, the remainder C2 of By, with respect to II + C; involves 
U;,+2 and can be used as a form in the basic set of 2’. We continue in this man- 
ner, showing that the unknowns in (4) are not among the unconditioned un- 
knowns and determining a C; which introduces u;,i = h +1, --- , m. 

It is evident that if the C; and the forms in II are considered as differential 
polynomials in the u;, each C; holds II. 


7. As given by the basic sect of 9’, the unconditioned unknowns for 0’ are 
U1, +++ , Ur then perhaps some of the u; with 7 S h and some of the »;. If the 
unknowns are reordered so that the unconditioned ones come first and that the 
relative order of the remaining unknowns is undisturbed, the basic set of 0 
used above will remain a basic set. We reorder the unknowns so that the un- 
conditioned ones appear in the order 


, ! 
(5) U1, se y Uk, Uy, es y Ups V1, se 4 Vis Wher *** y uy. 
The remaining unknowns will follow in the order 

SP ’ a 
(6) Un+ly °° *% 9 Um;y Untiy *** » Uny *%* y Ums Viqty *** » Ure 


For this new ordering, we write A” for A’, 2” for 0’; D; for B; and E; for C;, 
fe 


8. We consider a general question on basic sets of prime systems. Let a 
prime system I in the unknowns 


21y °° * 9 Zay Wiy *** » Wd 
with the z; unconditioned, have 
(7) Py, --- , Fe 


as a basic set, F; introducing w;. We shall prove the existence of a non-zero 
form M, free of the w;, such that every solution of (7) which annuls the initial 
of some F’; is a solution of M. 

Certainly there is an M,, involving only the z;, which is annulled by every 
solution of (7) which annuls the initial J, of F;. We can take M; = I. The 
forms of I which involve only w, and the z; constitute a prime system I’, for 
which F; is a basic set. The initial J, of F, is not in T,. Given a solution of 
(7) which annuls J, but not I;, we see that 2, --- , 22; w: in this solution is 4 
solution of [; + Iz. Because J2 is not in T,, every prime system in the decom- 





12 That is, fori < k, u; and wu; are both among the unconditioned unknowns. 





fe 
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position of I, + J: contains a form in the z; alone. This amounts to the fact 
that an irreducible algebraic manifold is of higher dimensionality than any 
smaller irreducible manifold which it contains; it can also be easily proved by 
methods used frequently in a. 

We see now that there exists an M; ¥ 0, free of the w;, which vanishes for 
every solution of (7) which annuls J, or Jz. Continuing, we prove the existence 
of M as described above. 


9. Those forms of 2” which are free of u,,,, --- , u,, constitute a prime sys- 
tem A. A basic set of A is obtained by deleting H,, --- , Z, from the basic set 
of 2”. This is because each H; involves u),; linearly, so that u,,.; appears 
only in E; in the basic set of Q”. 

We build a simple resolvent R = 0 for A, using a w which is a linear combina- 
tion of the unknowns 


, ’ 
(8) Un+1y *** » Umy Untiy *** » Uns Vert, ++ » Ure 


Each unknown in (8) will have an expression which is rational in w and the 
unknowns in (5). If Ris of degree g in w,“ we can write each of these expressions 


in the form 


A, + H2w+ --- +H, we 
(9) L 


where the H; and L involve only the unknowns in (5). The H; will depend 
on the particular unknown in (8) but we may, and shall, use the same L for all 
of the expressions. 

A solution of R which does not annul the separant of FR or L will give, by means 
of the expressions (9), a solution of A. (a, §49.) 

Let G be the resultant, with respect to w, of R and the separant of R. 

In accordance with §8, let K be a form in the unknowns (5) which vanishes 
for every solution of the basic set of 2” which annuls any initial in the basic set. 

We may and shall assume that L in (9) is divisible by GK. 





10. We let z represent any of the unknowns in (8) and consider, together with 
R = 0, the system of equations 
H,+---+H,w 
L , 
where z runs through all unknowns in (8). We shall now consider these equa- 
tions as differential equations for ui41, --- , us and algebraic equations for 


Whey ++ y Um; Vi+ty * °° y Ure 
Let us make plain how the solutions of (10) are to be found. 


* Van der Waerden, Moderne Algebra, vol. 2, p. 63. 
Ma, $59, 
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Let ui, ++ , Ux; 01, +++ , % be taken arbitrarily as analytic functions of z, 
with the single restriction that when they are substituted into L, L becomes a 
function of 2, ux41, «++ , us, Which is not identically zero. Let numerical values 
be assigned to uz41, --- , Ua at some point x = aso that L ¥ 0 for these numer- 
ical values and for x = a. Then R = 0 will determine w as one or more func- 
tions of 2; Uz41, --- , Ua, analytic in some neighborhood containing the chosen 


set of numerical values. This is because L is divisible by G. Using any of these 
analytic functions for w in (10), the equations in (10) which correspond to 
Un4i1) +++ » Uy, are a set of differential equations which determine uz 41, --- , u, 
for the given initial conditions. We then use the equations in (10) for 


Un+ly °° * » Um; Vir, * °° 4 Ur 


to determine those unknowns. 
The system (10) is essentially in the Jacobi-Weierstrass normal form. 


11. We say that every solution of (10), obtained as above, is a solution of 2”, 

First, since L is divisible by K, no solution of (10) annuls any initial in the 
basic set of 2”. All we have to show now is that a solution of (10) annuls every 
E; of §7. This follows from the final remark of §6. 

Thus every solution of (10) gives a solution of A”, and when the ordering of 
§2 is restored, a solution of A. 


12. Let 2; represent A” considered as a set of differential polynomials. Every 
solution of ©; for which L ¥ 0 is a solution of (10). Thus to get the complete 
manifold of 2;, we have to add to the solutions of (10) the manifold of 2, + L. 
Now if A” + L has solutions, every prime system which it holds has fewer un- 
conditioned unknowns than ”. 

We keep the facts just adduced in reserve, while we examine again A of §3. 

13. We suppose now, returning to §§3, 4, that an F bet call it simply A’, is 
not in Q. Let 2, represent A considered as a set of differential forms. Then >: 
is equivalent to 2. + A’. Now any prime system which A + A’ may hold has 
fewer unconditioned unknowns than Q. 


14. The results of §§12, 13 show that if we treat each A; of §3 as A was treated 
and then begin with the resulting systems =, + L or 2. + A’ as with 2, we 
obtain, continuing the process sufficiently, a set of systems in the normal form 
(10) whose solutions make up the solutions of Y.° This completes the inves- 
tigation undertaken in §1. 





15 By a solution of (10) we mean here a set of ui, u; and ;. 
1° Of course, if = has no solutions we get no system (10), but are led to systems of simple 
forms with no solutions. 
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15. We are going to show that the system of all differential polynomials in 
the u, and v; which vanish for all solutions of (10) is an irreducible system. 

The system (10), together with R = 0, determines the derivatives of all orders, 
of the u; with 7 > & in (5) and (6) and the v; in (6), as rational expressions in- 
volving W; Ue41, +++ , Ua and also wy, +--+ , Ux; Vi, --- , % and the derivatives 
of these latter k + ¢t unknowns. The denominators will be products of powers 
of L and of AR/aw. The form dR/dw does not vanish for any solution of (10). 

Now, let A and B be forms in the u; and v; such that AB vanishes for all solu- 
tions of (10). For any such solution, we have 

M N 
A= 7 B= T 
with 7 a product of powers of Z and dR/dw and with M and N polynomials in 
W; Uns, «++ » Un ANd Uy, +++ , Ue} V1, +--+ , ve and their derivatives. 

Suppose that MN is not divisible by R. Then the resultant of MN and R 
with respect to w is a non-zero form free of w. Such a form cannot vanish for 
all solutions of (10), for the quantities which it involves (exclusive of x) can be 
chosen quite arbitrarily at a suitable point in forming a solution of (10). 

Hence one of M, N is divisible by R so that one of A, B vanishes for all solu- 
tions of (10). This proves the irreducibility of the system described above. 

The irreducible system just obtained is held by 2” (§7), considered as a system 
of differential polynomials. This is because the forms of 2” vanish for all solu- 
tions of (10) with L ¥ 0. 

We have thus a new proof of the fact that the finite system = of §1 ts equivalent 
toa finite set of trreducible infinite systems. 


16. We now consider a finite system & of non-zero differential polynomials in 
Yiy *** » Yny the unknowns being involved up to any order. 
If a y; occurs up to the order m; = 1, we put 


dy; oe qmi- Yi ae dmi Yi abe ; 
Y ag Uiertt's a demi 





(11) Yi = Ui, 


If no derivative of y; appears in &, we put 
(12) Yi = Vi. 


Making the substitutions (11) and (12) in the forms of @ and adjoining to the 
resulting system the forms 


(13) Us; — Ui, j+1) 


j=1,---,m; — 1, we obtain a system of forms = in the unknowns u;; and v,, 
each form of order at most unity in each unknown. The system 2, aside the 
notation in the subscripts, is of the type described in §1. 
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If A is a form in the u; and »;, of any orders in its unknowns, and if A goes 





over into a form B in y;, --- , yn by the substitutions 
d™u;; d™; 
(14) a = Yi, j+m-1; dx™ = Yim; 


any solution of A which annuls each form in (13) gives a solution of B for which 
y; = Ua for certain 7, and y; = v; for the remaining 7. 

In the same way, every solution of B gives a solution of A for which each 
form (13) vanishes. 

It follows that if = is decomposed into closed irreducible systems, as in §15, 
the substitutions (14) will produce a set of closed irreducible systems equivalent 
to ®. 

We have thus proved that every finite system of forms in y1, «++ , Yn 18 equiva- 
lent to a finite set of irreducible infinite systems.” 

We have also secured an elimination theory for the system ®. 


Part II. On the order of an irreducible system of algebraic 
differential equations 


17. Let I be a non-trivial closed irreducible system in the unknowns 
U1, +++ y Ug; Yip *** y Up 


with the u; arbitrary unknowns. Let 


Aj, fea A, 
be a basic set of I, A; introducing y;. Let A; be of order r;in y;. It is proved 
in §31 of a that every resolvent of I, for the arbitrary unknowns w, --> , Ug, 
is of order 


h=m+---+r, 


in w. We shall call the quantity h the order of T, or of any system equivalent 
to T, relative to ui, +--+ , Ug. 

The final remarks of §31 of a show that, given any h + 1 distinct y;;, there 
is a non-zero form in I which involves only those y;; and the u;;._ On the other 
hand, T has no non-zero form in the u;; and 


Y1y °° * y Ytrr—15 °° * 5 Yo °° * » Yowrp—i- 


We can thus define the order of I relative to wu, --- , ug as the largest integer 
h such that h of the y;; can be found between which, and the u;;, no algebraic 
relation holds. 

When there are no arbitrary unknowns, h will be called, simply, the order of T 





17 Note that this proof uses only such methods of « as deal with systems of algebraic 
equations. Cf. also §70 of a. 





SYSTEMS OF ALGEBRAIC DIFFERENTIAL EQUATIONS 301 


(or of any system equivalent to). Of course, this definition of order makes 
definite the notion of the number of arbitrary constants in the solution of I. 


18. Let @ be a finite system of non-zero forms in y:, --- , yn. Suppose that 
some essential irreducible system I’ in the decomposition of @ has no arbitrary 
unknowns.’ The substitutions (11), (12) of §16 associate with a system >. 
To I, there corresponds an irreducible system = in the decomposition of 2, 
which is associated with a normal system (10). In this system (10), no wu; can 
be present together with its derivative u, in the second members. Otherwise = 
would have arbitrary unknowns, and so would [. Similarly, no v; occurs in the 
second members. Thus the second members involve w and some or all of the u;. 

Now the u; are 


h=m-+--+ +m, 


in number.” This is because every m; which corresponds to a »; is zero. 

From (10) we secure, for the successive derivatives of the uw; and v;, expressions 
rational in w and the u;. Let ¢ represent any of the w;, v; or their derivatives. 
If we consider any h + 1 of the ¢’s, the rational expressions for those {’s,” to- 
gether with the relation R = 0 for w, lead, by an elimination, to a non-zero form 
in the ¢’s alone which vanishes for all solutions of (10), hence for all solutions of 
= with L ~ 0. As L does not hold 2, the form in the ¢’s does. 

Referring now to §17, we may formulate the following theorem: 

TueorEM: Let be a finite system of non-zero forms in y1, --- , Yn. Let ® have 
solutions. Let m; be the maximum of the orders of those derivatives of y; which 
appear in ®. If an essential irreducible system T in the decomposition of ® has no 
arbitrary unknowns, the order of T is at most m, + --+ + Mn. 


19. Suppose now that the decomposition of & of §18 into essential closed 
irreducible systems is 2,1, --- , 2, and that some 2;, say 2,1, has arbitrary un- 
knowns. Let the unknowns be written uw, --- , Ug} Y1, «°° » Yp With wy, --- , Ug 
arbitrary for 2;. Let 


(15) bined gly 
be a basic set for 21, A; being of order r; in y;. 

Let B;,i = 1, --- , p, be a non-zero form in 2, involving only y; and the u;, 
of as low a rank as possible in y;. Let C be a form which holds 22, --- , 2. 
but not 3). 


<=~sansenaeseteonepsenisslibenbdtheidiicemeetiee 


'* By a set of arbitrary unknowns for I’, we mean such a set for the closed system equiva- 
ent to Tr. 


'* The m; are as in §16. 
* Ifa fis a u; in the second members, we put ¢ = ui. 
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Let 

(16) iy ++ 5 Was Yr *°* Up 

be a regular solution of (15) which annuls neither C nor the initial of any B,. 
Let a, --- , %, be adjoined to the field §, the open region associated with § 


being replaced by the area in which the @; are analytic. Let each a; be substi- 
tuted for u; in the forms of ® and of the 2;. Then ® goes over into a system 4’ 
and each 2; into a system a the new systems having y:, ---, ¥» for unknowns. 
Let each B; go over into B; and C into C’. 

Let a be a point in the area of analyticity for (16) at which the coefficients 
in C and the A; are analytic and at which neither C nor any separant or initial 
in (15) vanishes for the solution (16). 

If, fori = 1, --- , p, we give to each y;; with 7 < r; a value at a close to the 
value of 9;;, we get a second regular solution of (15) with u; = @;,7 = 1, --- , 4, 
for which C ¥ Oata. The y; in this solution will be a solution of =} which does 
not annul C’. 

This shows that there is an essential irreducible system A in the decomposition 
of =; which is not held by C’ or by any form involving only the y;; with j < r,. 

Then A, which has no arbitrary unknowns (each B; holds A), has an order 
not less than 7; + --- + rp. 

Now no 2; with i > 1 holds A, for such a 2; is held by C’. This shows 
that A is an essential irreducible system held by ®’. 

Let the highest derivative of y; in ®; be of order m;. Then, by §18, the order 
of A cannot exceed m; + --- + m,. Thus 


meee +r Sm+--- +m. 


We may thus formulate the theorem: 


THEOREM: Let ® be a finite set of forms in Wy, --+ , Ug} Yi, «++ 5 Ypy the un- 
knowns U1, +--+ , Ug being a set of arbitrary unknowns for an essential irreducible 
system T in the decomposition of &. Let m:i,i = 1, --- , p, be the maximum of 
the orders of those derivatives of y; which appear in &. Then the order of T relative 
to Ui, +++ , Ug cannot exceed m, + --- + My. 
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JACOBI’S PROBLEM ON THE ORDER OF A SYSTEM OF 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 


By J. F. Rirr 
(Received May 3, 1934) 


Jacobi’s Nachlass contains two papers, remarkable for their analytical in- 
tuition, which deal with the question of the number of arbitrary constants in the 
solution of a system of n differential equations in m unknown functions.' 

Taking the system in the form 


(1) u; = 0, t=1,---,n, 


where each u; involves the unknown functions y;, --- , yn, a certain number of 
their derivatives and the independent variable x, Jacobi considers the deriva- 
tives of y; appearing in u; and denotes the maximum of the orders of those 
derivatives by a;;. He forms all sums 


(2) aj, + rt + nin 


where j1, --+ , jn is a permutation of 1, --- ,. He arrives at the conclusion 
that the number of arbitrary constants in the solution of (1) does not exceed the 
greatest sum (2). 

Now the number of arbitrary constants in the solution of a system is not a 
notion which is definite in advance. A system may have many families of solu- 
tions, each with its own arbitrary constants. Not every unknown need be 
determined by the system to within arbitrary constants. It seems safe to 
assume that before one can speak with completeness on the question of arbitrary 
constants, one will have to possess a theory for the decomposition of a system 
into systems of some normal type. Apparently no such theory exists at present 
for systems other than algebraic systems. 

It is thus not surprising that the argument on which Jacobi bases his con- 
clusion, in the first of the above mentioned papers, should be whimsical in aspect. 
Without justification, Jacobi replaces the given equations by their equations of 
variation, which are linear. He then asserts without proof that, for his purpose, 
a linear system may be imagined to have constant coefficients. His treatment 
of linear systems with constant coefficients was completed by Chrystal. 

There are indications in Jacobi’s second paper that his conclusion was actually 
based on a speculation as to the number of times which the given equations 
would have to be differentiated to permit the elimination of all unknowns except 
one. Investigations of the problem from this point of view were given by Nan- 

‘ Werke, vol. 5, p. 191 and p. 483. 

* Transactions of the Royal Society of Edinburgh, vol. 38 (1895), p. 163. 
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son in 1876, by C. Jordan in 1883 and by Sarminski in 1902. These investiga- 
tions are devoid of rigor. 

In the paper which precedes this one,‘ we studied the order of an irreducible 
system of algebraic differential equations, obtaining a bound for the order of an 
essential irreducible system in the decomposition of a given system. In the 
present paper, we shall, for two cases, obtain Jacobi’s bound, which is a better 
bound than that secured in our first paper. We treat the case of a system of n 
linear equations in n unknowns, with variable coefficients, and also the case of a 
pair of algebraic differential equations in two unknowns. In the latter case, we 
show that if, in the decomposition of the pair of equations into irreducible sys- 
tems, there is an essential irreducible system which has no arbitrary unknown, 
the order of the irreducible system does not exceed Jacobi’s bound. 

There are no algebraic difficulties in the study of linear differential equations. 
Accordingly, we have arranged our treatment of linear systems so as to make it 
independent of the preceding paper and of our Colloquium Lectures on algebraic 
differential equations.® 


I. Linear systems 
DETERMINATE SYSTEMS 


1. We consider a system of n linear differential equations in the n unknown 
functions yi, --- , Yn Of the variable xz. We write the system in the form 


(3) L; = 0, t=1,---,n. 


The coefficients in the L; will be taken as functions of x which are meromorphic 
in a given open region %. 

We assume that (3) has solutions and also that it is determinate, that is, that 
(3) implies an equation in each y; alone, so that one is not free to form solutions 
of (3) with some y; arbitrary.® 

We are going to show that it is possible to form a permutation 7;, --- , in of 
the integers 1, --- , n in such a way that y;; is present effectively in L;. 

Suppose that no such permutation exists. There exist integers r < n such 
that there are r distinct y;, of subscripts 


11, ree, te 
and r of the L; with distinct subscripts 
ds iis jry 





* Nanson, Messenger of Mathematics (2), vol. 6, p. 77. Jordan, Annales de la société 
Scientifique de Bruxelles, vol. 7, B., p. 127. Sarminski, Communications of the University 
of Warsaw, 1902. 

‘ This volume, p. 293. Designated below by 8. 

5 Differential equations from the algebraic standpoint, American Mathematical Society, 
(1932). Designated below by a. 

° In the language of 8, (3) has no arbitrary unknowns. 
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such that y;, appears in L;,,p = 1,---,7r. Let q be the greatest possible value 
ofr. Theng <n. We may (and do) assume, reassigning subscripts if neces- 
sary, that y; appears in L; for 7 = q but that no y; with ¢ > q appears in 


(4) Lo+y i? L,. 


Let y,41 appear in La, --- , Lx, where a, --- ,b do not exceed g.’7_ Then 
Ye «** » yo do not appear in the L; in (4). If, for instance, y, were present 
in L,+n, we could assign y. to L,+, and y,+1 to La, so that q would not be a 
maximum. 

Suppose that there exist L;, distinct from L,, --- , Lx which contain at least 
one of ya, ---, Ys. Let L., ---,Labe those L;. Then y., ---, ya do not ap- 
pear in (4). If, for instance, y. appeared in L,+,, then, if L. contains ya, for 
instance, we could assign y- to Lgin, Ya to L- and yy+41 to La. 

Again, suppose that there are L; distinct from La, --- , Le; L., --- , La which 
contain y-, --: , Ya. Welet L,, --- , Ly be those L; and prove that y., --- , y, 
do not appear in (4). Continuing, we find a system 


(5) La, ++ » Le; Le, +++ , La; ++ 5 Lg, +++, La 
such that the distinct unknowns 
Yoti;, Yay + °° » Ybs Yey -** y Yds *** 5 Yor *°* y Yr 


appear only in the L; in (5). 

We have thus shown the existence of a positive integer s such that certain 
s+ 1 of the y; appear in only s of the L;._ Let us suppose then that y:, --- , Ys+1 
appear only in 


(6) nei Be 


We arrange so that L; involves y; and has an order in y; not greater than 
that of any other L; in (6) which involves y;. When we subtract from each 
L; with i > 1 a suitable linear combination of L; and its derivatives, the co- 
efficients in the linear combination being functions of z, we get a remainder L; 
which either does not involve y; or else has an order in y; lower than that of Zi. 
The system 


(7) L; = 0; L; = 0, t= 2,---,8, 
has the same solutions as 
(8) L,; = 0, t=1,---,8. 


} If there are L; which involve y;, we select one of them which is of a least order 
in y; and use it with (7) as L, was used with (8). After a finite number of oper- 


ee 


” As (3) is determinate, y,,: must be present in some Lj. 
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ations, we secure a system of equations equivalent to (with the same solutions 
as) (8), 


(9) M; = 0, t=1,---.,5, 


where M, involves y; but the other M; do not. Of course, some of the M; may 
be identically zero. No M; can be free of the y; and distinct from zero; other- 
wise (3) would have no solutions. 

Let us suppose that the M; with z > 1 are not all zero and, changing the nota- 
tion if necessary, that y, appears in one of them. We give to the system 


(10) M; = 0, t= 2,.--,8, 


with respect to ye, the treatment accorded above to (8) with respect to y;. We 
secure a system equivalent to (10), 


P; = 0, i= 2,---,8, 


where P; involves y2, but the other P; do not. Continuing, we secure a system 
of equations equivalent to (8), 


(11) R; = 0, t=1,--:,t, 


with ¢ S s, where R; involves y;, but no y; with j < 7.8 

Consider any solution of (3). We replace yss2, --- , Yn in (11) by the fune- 
tions which correspond to them in the solution. These functions will satisfy 
L;=Owithi>s. We treat the system of equations obtained from (11) by the 
substitution as a system in y1, --- , ¥si1. It is evident that, in forming a solu- 
tion of this system, y:41, --- , Ys+1 can be taken arbitrarily. This shows that 
(3) is not determinate, so that our proof is completed. 


DIAGONALS AND CHARACTERISTIC SETS 


2. If y;is not present in L; in (3), the order of LZ; in y; will be defined as — ~. 
Let L; be of order a;; in y;,7,j7 = 1,---,n. Aset 


(12) Diiny *** » Anin 
where the 7; are distinct and where noa;; is — ~ will be called a diagonal of (3). 
The sum of the elements in a diagonal will be called a diagonal sum. The exis- 


tence of diagonals was shown in §1. 
Let the orders of the Z; in y; be arranged in a non-increasing sequence 


(13) Ciy *** 5 Cny 


where, of course, each c; is some aj;. The set (13) will be called a characteristic 
set of (3). 





8 In particular, Ri = M,, R. = P2. 
* This convention will hold only in our present work on linear systems. Elsewhere the 
definitions of & will apply. 


fc 
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Let a determinate linear system M; = 0,7 = 1, --- ,, in ys, --- , yn have 
a characteristic set 
(14) d;, --- ,d, 


distinct from (13). We shall say that (13) is higher than (14) or is lower than (14) 
according as the first non-zero difference 


c; — d; 


(that is, the non-zero difference with a least 7) is positive or is negative." 


THE REDUCTIONS 


3. Let h be the maximum of the diagonal sums for (3). We are going to show 
the existence of a system M; = 0,7 = 1, --- , n, equivalent to (3), whose great- 
est diagonal sum does not exceed h and whose characteristic set (14) has every 
element after the first equal to — «." 

Modifying, if necessary, the subscripts of L,, --- , L,, we suppose in §4 (but 
not in §5) that 


(15) Qy1 + deg + --- + Onn = h. 


4. Let us suppose first that ai: does not exceed every other ai;._ We shall show 
how (3) can be replaced by an equivalent system, with a lower characteristic set, 
whose greatest diagonal sum does not exceed h. 

By interchanging y2 with some y; with j > 2,” and Lz with L;, we can arrange, 
without disturbing (15), so that a2: = ai:. We assume this inequality. 

Subtracting from Le, a suitable linear combination of L, and its derivatives, 
we secure a remainder R whose order in y; is less than a,;._ Then the character- 
istic set of 


(16) Ii=0, R=0, L:=0,---, L=9, 


is lower than (13). We shall prove that the greatest diagonal sum for (16) does 
not exceed h. 


If ai; = — ©, for somej > 1, the order of R in y; will be a2;. Otherwise, 
the order of R in y;, if greater than a;, will be 
(17) a1; + (Qe — ay). 


Let (16) have some diagonal sum which exceeds h. This can be so only if 
some 


dij + (Qn — an) 


with > 1 figures in the sum™ In that case, ai; ~ — ©. 





*° We understand that — «0 — (— ©) =Qandthata — (— ~) >0ifa# — &. 

" That is, y: will figure in only one M;. 

* It will be noticed that we never disturb yn. 
— other type of sum would either be a sum for (3) or else be less than some sum 
or ' 
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Let a sum which exceeds h be 
(18) aii, + [aiz + (Ger — G11)] + Osi, + +--+ + Onin. 


We shall prove that (18) actually cannot exceed h. 
If 7; = 1, (18) is the diagonal sum 


A335 + dei + si, + +++ + Onin 


for (3), and does not exceed h. Let us suppose that 7; > 1. 

We represent 7; by p. There is one q such that a,, appears in (18). Ifq #1, 
we consider the a,, which is present in (18). We continue, until we meet a second 
subscript which is unity. This gives a sequence 


(19) ip, Apqy Agr, *** » Aul- 


The first subscripts in (19) are distinct among themselves and the second sub- 
scripts form a permutation of the first. 

The quantities in (19), together with those a;; for which 7 is not a subscript in 
(19), constitute a diagonal of (3). On the other hand, the same a;; together with 


(20) 11, App, Aggy *** » Auuy 
give a diagonal of (3) of greatest sum. Thus, 
(21) Gip + Apg + ++ + Gur S Ai + App + +++ + uu. 


Let the first member of (21), which is a component of (18), be replaced in 
(18) by the second member of (21). The term — ay; in (18) is cancelled by the 
ai: in (21) and we secure a sum of a;;, none equal to — ~, whose 7 and J are per- 
mutations of 1, --- , n.* Thus some diagonal sum for (3) equals or exceeds 
(18), so that (18) does not exceed h. 

5. Let us suppose now that, in (13), c; exceeds every other c;, that c; is an aj; 
which figures in a diagonal sum, but that some c; with 7 > 1 is not — .% 

Without disturbing yi, we are going to arrange the y; and L; so that 


(a) Gai = C), 

(b) aii F~ — ~, t=1,---,n-1, 
(c) G11 + Gee + +++ + Gn-1,0-1 

has a sum which is a maximum for all sets of n — 1 of the a;; distinct from — ~, 
whose first subscripts are a permutation of 1, --- , m — 1 and whose second sub- 


scripts are a similar permutation. 





14 We note that, in addition to am, (18) has a second aj: with i > 1. The diagonal sum 
obtained after the replacement will contain a1;. 
15 The case of importance for us is that in which ¢ is an aj: in a greatest diagonal sum. 
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Let us show that, (a) having been attended to, (b) can also be realized. We 
can arrange so that 


Qn}; Qin, Q22, 33, oT / Qn-1, 2-1 


is a diagonal. If, when the subscripts of the L; have been thus modified, 
ay, ~ — ©, wehave (b). Otherwise there is some aj:, 7 # n, which is not — ~. 
We interchange L, and L;, then y; and y,, and (b) holds. That (c) can be 
realized is now evident. 

Subtracting from L,, a linear combination of L; and its derivatives, we secure 
a remainder R of order less than ay in y1. 

The system 


(22) L; = 0, t=1,---,n—1; R = 0, 
is equivalent to (3) and has a characteristic set lower than (13). We shall show 


that the greatest diagonal sum for (22) does not exceed h. 
Let some sum for (22) exceed h. The sum must be of the form 


(23) Qi, + Gee, + +++ + Ont, in—1 + [Qiz + (ni — Gus)). 
If 7; = 1, (23) is 
G2i, + +++ + Gn-1, in—y + A1j + Ani, 


which is a diagonal sum for (3). Let us suppose that 7; > 1. 
Let p represent 7;. As in §4, we form a sequence 


(24) ip, Apg, *** » Auly 


stopping as soon as a second subscript unity is obtained. 
Suppose that n does not appear as a subscript in (24). Referring to the con- 
dition (c) above, we see, as in §4, that 


(25) Dip + Ang + +++ + Aur S Gir + App + +++ + Aun. 


When we replace, in (23), the first member of (25) by the second member, we 
secure a diagonal sum for (3). Then (23) cannot exceed h. 

Let n be a subscript in (24). Then, starting with a1; in (23), we form a 
sequence 


(26) Qij, Ajky -** » Ami- 


Now (26) has no element in common with (24); a common element would imply 
the identity of (24) and (26), whereas a1, is, as a symbol, distinct from a;;. In 
particular, n, which occurs just once as a first subscript in (23) and once as a 
second subscript, cannot appear in (26). We use (26), as above, to show 
that (23) cannot exceed h. 
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COMPLETION OF PROOF 
6. The results of §§4, 5 show that (3) can be replaced in succession by systems 
equivalent to (3) whose greatest diagonal sums do not exceed h, the process 
being capable of repetition until we reach a system 


(27) M; = 0, t=i,---,n, 
in which Me, --- , M, are free of y:." 

Now 
(28) M; = 0, $=2,---.n 
is a determinate system in ye, --- , y, and, if the order of M, in y, is hi, the 


greatest diagonal sum for (28) does not exceed h — hy. 
We subject (28) to the process used on (3), y2 being used now as y; was with 
(3). Continuing, we are led to a system 


(29) R; = 0, ¢=1,---,n, 
where R; involves y;, but no y; with7 <7. If the order of R; in y; is hi, we have 
(30) Av+--- +h Sh. 


The first member of (30) is the number of constants in the solution of (29). This 
shows that at most h constants appear in the solution of (3)." 


II. Two equations in two unknowns 


7. We use the terminology of a and 8. Let A, B be a system of two non-zero 
forms in the unknowns y and z, the system being understood to have solutions. 
Let the orders of A in y and z be a and 6 respectively. Let the orders of B in y 
and z be c and d respectively. Let 


h = Max [a + d, b + cl]. 


Suppose that, in the decomposition of the system A, B into e.i. systems,” 
there is a system = which has no arbitrary unknown. We shall prove that the 
order of = does not exceed h. 

We assume that = is of order greater than h and produce a contradiction. 
Fixing our ideas, we assume that b = d. 





16 In the systems which replace (3), the unknowns after y: may be restored to the order 
which they had in (3). 

17 To coérdinate the above with the methods of 8, we would take the unknowns in the 

, 
order yn, --: , y1. We would replace R,_1 by R,-1, the remainder of R,_: with respect to 
, 

; We would then replace R, 2 by its remainder R,—»2 with respect to the ascending set 
Rn, Ra-1. Continuing, we would secure an ascending set equivalent to (3). The order of 
(3), defined as in 8, is then easily seen to be hy + «++ + hy. 

18 If one of the unknowns is absent from A, the order of A in that unknown will be zero. 

19 Essential irreducible systems. 
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There exist non-zero forms C whose orders in y and z do not exceed c and d 
respectively, and which hold 2, such that, in the decomposition of the system 
A, C into e.i. systems, no system appears which has an arbitrary unknown and 
holds 5. Bis such aform. From among all forms C we select one which, for 
the order y, 2 of the unknowns, is of a least rank. The form selected will be 
denoted by D. 

We are going to show that D is free of z. We assume that z is present in D 
and force a contradiction. 

Let D be of order e in y and of order f in z. Let S be the separant of D. 
Then some S‘A differs by a linear combination of D and its derivatives from a 
form E whose order in z does not exceed f and whose order in y does not exceed 


Max [a, e + (b — f)]. 


Suppose that S did not hold =. Then, in the decomposition of D, E, any e.i. 
system I holding = would have no arbitrary unknown. By 8, §18, the order 
of T could not exceed 


Max [a, e + (6 — f)] + f = Max [a + f,e + 9). 


As f < d,e S ce, the order of T could not exceed h. According to a result of 


E. Gourin,” the order of = could not exceed h. 
Thus S holds =. If D is of degree q in z;, then 
(31) gD =2S8+T 


where 7, like S, is of lower rank than Dinz. Also T holds 2. 

Assuming, without loss of generality, that the field § contains a non-constant 
function, we shall prove the existence of a function u in § such that S + ywT 
is not zero and such that, in the decomposition of the system 


(32) A,S + uf, 


those e.i. systems which hold = have no arbitrary unknown. As S + zT will 
be of lower rank than D in z, our statement that D is free of z will be proved. 
By (31) the system A, D holds the system 


(33) A, 8, T. 


Hence, in the decomposition of (33), those systems which hold = have no ar- 
bitrary unknown. 
Let wu be anew unknown. Let a decomposition of 


(34) A,S+uT 
into closed e.i. systems be 


(35) arian 


eS 


** Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 39 (1933), p. 593. 
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Let Ai, --- , Am be those systems in (35) which are not held by (33). We say 
that each of these systems contains a form (non-zero) in y and wu alone, and a 
form in z and u alone. 

Suppose that A; does not contain a form in y and u alone. Then, if the un- 
knowns are taken in the order wu, y, z, Ai has a basic set composed of one form, 
so that A, is the general solution of an algebraically irreducible form F. Now 
F cannot involve u, for F will be a basic set for A; if the unknowns are taken 
in the order y, z, u, and A, which is in A;, does not involve u. Any regular solu- 
tion of F considered as a form in y, z is a solution of A;, hence of (34), for u 
arbitrary. Thus S and T vanish for every regular solution of F and consequently 
are in Ay. Then (33) holds Ax. 

This proves that A; for 7 S mcontains aform H;in y and uwalone. Similarly 
A; for 7 S m contains a form K; in z and u alone. Let M = HH, --- Hy, 
Let N = K,K.--- Ky». Let ube fixed as a function p in § so that M goes over 
into a non-zero form U in y alone, N into a non-zero form V in z alone and 
S + uT into a non-zero form. 

Then those solutions of 


(36) A,S+uT 


which are not solutions of (33), annul both U and V. A fortiori, all solutions of 
(36) which are not solutions of A, D annul V and U. 

This shows that an e.i. system in the decomposition of (36) which is not held 
by any e.i. system in the decomposition of A, D is held by U and by V. 

Thus no e.i. system in the decomposition of (36) which holds = has an ar- 
bitrary unknown. This proves that D is free of z. 

D must involve y effectively, else A, D could not hold 2. Representing by 
S the separant of D, we determine a form L which differs from some S‘A by a 
linear combination of D and its derivatives, such that the orders of L in y and z 
do not exceed e and b respectively. We reason with L, D as with E, D, above, 
to show that S holds =. We then follow the method above to find a system 
similar to (36), with S + uT of lower rank than D. Thus it is not possible to 
choose a D of least rank among the forms C. This completes the proof of the 
fact that the order of 2 does not exceed h. 


Co.LumMBIA UNIVERSITY, 
New York, N. Y. 
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THE INTER-DEDUCIBILITY OF THE NEW HILBERT-BERNAYS 
THEORY AND PRINCIPIA MATHEMATICA' 


By Epwarp V. HuntTINGTon 


(Received June 28, 1934) 


On account of the differences in notation (and in the choice of primitive ideas) 
between the calculus of propositions as developed by Whitehead and Russell 
in Principia Mathematica (1910, 1925) and the same calculus as developed by 
Hilbert and Bernays in their new Grundlagen der Mathematik (May, 1934), it 
may be a convenience to students of these two works to have at hand an explicit 
proof of the fact that each of these theories is deducible from the other. 

Parts I and II of the present paper supply the details of such a proof (not 
elsewhere available), thus showing explicitly that ‘‘implication’”’ in the Hilbert- 
Bernays book is the same thing as “‘material implication” in the Principia. 

Part III shows that in the Hilbert-Bernays set of postulates, the informal 
‘rule of inference’? can be proved to be formally “independent” by the same 
method that has hitherto been applied only to the formal postulates of the 
system. 


PART I. DerpvuctTion oF THE HILBERT-BERNAYS SYSTEM FROM 
PrINcIPIA MATHEMATICA 


We begin by writing down the following nine theorems, which are copied 
verbatim from the Principia: 


*1.3. -igD.pvg@ 
*2.06. } :.pDq.D:qgDr.D.pDr 
*2.12. + .pD~(~p) 


*2.14. | .~(~p)Dp 

*2.16. | :pDq.D.~qD~p 
*2.2. -ip.D.pvq 

*2.43. k :.p.D.pDq:D.pDq 
*3.26. | ip.q.D.p 

3.27. k ip.q.D.q 


a TS 


' Presented to the American Mathematical Society, September 4-7, 1934. 
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314 EDWARD V. HUNTINGTON 


Also, the Rule of Inference used in the Principia may be expressed as follows: 
Whenever we find (in one place) that p is an accepted formula, and (in another 
place) that p2gq is an accepted formula, we are thereupon authorized to write 
down g as an accepted formula. 

Next, we copy verbatim the following ten further theorems, which we shall 
use as lemmas: 

*2.02. k :¢. D. pq 

*2.08. | .prp 

*3.35. k :p.pDq.>.¢ 


*3.41. - :.pDr.Dip.g¢.2.r 


*3.43. } :.pDq.pDr.D:p.D.q.7r 
“4.01. p =@q. = .p-q.¢q—-p Df . 
*4.3. -ip.q. = .q.p 

*4.32. + :(p.q).r. = .p.(q.r) 


*4.77. k:.qDp.rDp. = :qVr.Dp 
*4.87. + :.p.¢.9.r: = :p.D.q>r 


From these ten theorems, together with *3.26 and the Rule of Inference, we 
prove seven more theorems, which, though not explicitly mentioned in the Prin- 
cipia, are theorems which properly belong in the Principia system. 


[*4.88.] -:i.p.p =q:iD.¢q. 





Proof. By *3.35, } :.p.p2q:D.¢@ (1) 
By *3.41 (replacing p by p. pq, ¢ by gp, and r by q) , 

+ iip.pq:D.¢q:.D:.(p.pq).(q>p): D¢q (2) 
From (1) and (2), - :.(p.p>q).(g>p):>.¢, 

whence by *4.32 and *4.03 (below), + :.p.(p2q.qDp):D.q, 


whence by *4.01, + :p.(p = g):D.¢. 


[*2.09.] -:p.D.qDp. 





Proof from *2.02, replacing p by q, and q by p. 


(*4.03.] -:p =q.D.prDq. 
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Proof. By *3.26 (replacing p by pq, and q by gp) , 
| :.pDg.q>p: D>. p74. Hence by *4.01, | :p = q.D.pDq. 


[*4.04.] - ip = 9.>.9g>p. 





Proof. By *3.26 (replacing p by gp, and q by pq) , 
L:.qDp.p2q:>.q>p. Hence by *4.01 and *4.3, | :p = q.D.qDp. 


[*4.89.] + ::p5¢. 3: .por. Dip, >.¢.r 





Proof. By *4.87 (replacing p by p>, q by p>y, and r by p.>.¢q.r), 
L::.pD¢q.plr.Dip.2.¢.7r:. = iipogq.D: .por.D:p.D.¢.r (1) 
By *3.43, | :.p2q.por.>D:p.>.q.r (2) 
From (1) and (2) the theorem follows, by *4.03 and *4.88. 


[*4.90.] -::pDr.D:.qDr.Dipvg.D.r 





Proof. By *4.87 (replacing p by p>yr, ¢q by gq>r, and r by pv q.>.7r), 


- 3: .por.¢2r. Sev ¢. Sir:.. m@ igor. O:.¢or. SpV ¢.2.r (1) 
By *4.77 (replacing p by r, q by p, and r by q), 

+i.por.q>r. = :pvq.D.r, whence by *4.03 , 

fi.p2r.q>r.Dipvq.D.r (2) 


From (1) and (2) the theorem follows by *4.03 and *4.88 . 


[*4.91.] -:.pDq.D:qDp.D.p = q 





Proof. By *4.87 (replacing p by pq, ¢ by g>p, and x by p = ¢) , 
biiplq.q>p:D.p = q:. = :.pDq.D:qDp.D.p = 4 (1) 
By *4.01 and *2.08, | :.pDq.qDp:D.p = 4 (2) 
From (1) and (2) the theorem follows by *4.03 and *4.88 . 


Finally, from this list of Principia propositions, we select the first nine and 
the last six and re-write these fifteen theorems as follows (replacing the symbols 


DQ? 5 P-9, pVv4q, p44, P=, ~P, 
by ABC; A&B, AvB, A—>B, AB, A, 








a 
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respectively; replacing the dot-notation by parentheses; omitting the assertion- 
sign, +; and re-arranging the order): 


2° tee) [*2.09] 
2) (A-~(A4-B))-~GA-—B) 1243 
3) (A-B)-—(B-C)-(-—0)) *2.06 
1 A&B-A *3.26 
2) A&B—>B *3..27 
3) (A—B)—-((A>C)—> (4 > B&C)) [*4. 89] 
1) A-—AvB *2.2 
2) BoAVB *1 3 
3) (A—C)>~((B->C) - (AvB > C)) [*4.90] 
1) (4 B)>(A—>B) [*4.03] 
2) (A B)>(B-A) [*4.04] 
3) (A—B)>((B->A) > »& B)) [*4.91] 
1) (A—>B)—>(B- A) *2.16 
2) AA *2.12 
3) AA "2.14 


These fifteen theorems of the Principia system, as thus re-written, are pre- 
cisely the propositions which are taken as postulates (“‘Ausgangsformeln’”’) 
in the Hilbert-Bernays system (Grundlagen, page 66). The Hilbert-Bernays 
numbering is indicated on the left and the corresponding Principia numbering 
on the right. The rule of inference (‘‘Schluss-Schema’’) is the same in both 
systems. 


PART II. Depuction or Princip1a MATHEMATICA FROM THE 
HILBertT-BERNAYS SYSTEM 


Starting with the fifteen postulates I, II, III, IV, V of the Hilbert-Bernays 
system, and the rule of inference, we prove the following theorems, which are 
not explicitly derived in the Hilbert-Bernays book. (For typographical reasons, 
we shall use A’ in place of A with the superposed bar; and for brevity we shall 
write AB instead of A & B.) 

First, however, it will be convenient to derive a second rule of procedure, as 
follows: 

Rule of the Syllogism. From A — B and B — C we may infer A—>C. That 
is, whenever we find (in one place) that A — B is an accepted formula, and (in 
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another place) that B — C is an accepted formula, we are thereupon authorized 
to write down A — C as an accepted formula. 

Proof. By 13, (A — B) > [(B->C) — (A — C)] is an accepted formula. By 
the first part of the hypothesis, A — B is accepted. Hence, by the rule of in- 
ference, (BC) >(A-—>C) is accepted. But by the second part of the hypoth- 
esis, B—> C is accepted. Hence by the rule of inference, A — C is accepted. 

In the following theorems, the words ‘“‘is an accepted formula” are to be 
understood after each formula written; and the abbreviations “Inf” and ‘Syll’”’ 
will be used for the rule of inference and the rule of the syllogism. 


6.1. AA. 


Proof. By Il,A—(A—A). ByI2,[A4—(A—4A)]—(A-—A). Hence 
by Inf, A > A. 


6.2. A [(A — B) > B]. 





Proof. In I3, replace A by A — B, B by A, and C by B; and in I2, replace 
AbyA—B. Hence by Syll, [((A — B) ~ A] [(A > B) > B]. But by Il, 
A-[|[(A— B)— A]. Hence by Syll, Q.E.D. 


6.3. [A — (B— C)] —- [B— (A > C)]. 





Proof. In I3, replace A by B, B by (B — C), and C by A — C; and in 6.2, 
replace A by B and B by C. 
Hence by Inf, {[((B + C) ~C] — (A—C)} —~[B— (A > C)]. 
But by 13, [A — (B > C)] — {{(B— C) —C] — (A — O©)]}. Hence by Syll, 
Q.E.D. 


6.4. A’ (AB). 





Proof. By Il, A’ (B’— A’). By V1, (B’ > A’) — (A” > B”). Hence 
by Syll, A’ > (A” — B”). Hence by 6.3 (and Inf), A” — (A’ > B”). But 
by V2,4-— A”. Hence by Syll, A > (A’ > B”). Hence by 6.3, 

A'o (A > B”). 

But by I3, (A + B”) > [(B” > B) > (A B)]. Hence by Syll, 

A’ [(B” + B) + (A > B)]. Hence by 6.3, (B” > B) > [A’ > (A > B)]. 
But by V1, B” + B. Hence by Inf, A’ > (A > B). 


7.1. (BC) > [(A > B) 3 (A> O)]. 





[This theorem gives (by Inf) the convenient rule: from B — C we may infer 
(A B) (A — C); that is, if B — C is accepted, any A may be inserted in 
front of the B and in front of the C.) 
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Proof. By 6.3, 


{((A > B) ~[(B>C) — (A C)]} — (BC) — [4 > B) —> (A O)}}. 
Hence by [3 and Syll, Q.E.D. 


7.2. (A’ — B) — (B’- A). 





Proof. By 7.1, (A” — A) >[(B’ ~ A”) > (B’— A)]. But by V3, A” > A, 
Hence by Inf, (B’ > A”) > (B’— A). But by V1, (A’ > B) — (B’ = A”). 
Hence by Syll, Q.E.D. 


7.3. [A—(B->C)|-~[(A ~ B) > (A 0). 





Proof. In 7.1, replace B by B > C, and C by (A — B) — (A > C). 
Hence by 7.1 and Inf, [A — (B-—C)]— {A ~ [(A— B) — (A C)]}. 
But by 6.3, {A > [(A > B) — (A> C)]}} — {A> B) ~ [A —> A O)}}. 
Hence by Syll, [A — (B > C)] > {(A — B) — [A > (A —- 0)}}. 
Again, in 7.1, replace B by A — (A — C), C by A — C, and A by A — B; and 
in I2, replace Bby C. Hence by Inf, 
{((A—B)—>[A—(A—0O)]} -[A->B) > (A> 0). 
Hence by Syll, Q.E.D. 


7.4. (A — B) > [(A’ > B) - BI. 





Proof. By 6.2, A — [(A — B) — B], and by V1, 
[(A — B) — B] > [B’ > (A — B)’], whence by Syll, A — [B’ — (A — B)’). 
By 7.3, {A — [B’ > (A > B)']}} — {(A > B)) — [A > (A — B)']}. Hence by 
Inf, (A — B’) — [A — (A — B)’]. 
But by V1, [A — (A — B)’'] > [(A > B)” > A’. 
Hence by Syll, (A — B’) — [(A — B)” > A’). 
Again, in I3 replace A by A > B, Bby (A > B)”, and C by A’. Hence by V2 
and Inf, [((A — B)” — A’]|- [(A — B) — A’]. Hence, by Syll, 
(A — B’) > [(A > B) — A", whence, replacing A by B’ and B by A, 
(B’ — A’) > [(B’ — A) — B”]. But by V1, (A — B) — (B’ > A’): 
Hence by Syll, (A — B) — [(B’ — A) — B’. (a) 
Now by 7.1, (B” — B) — {[(B’ > A) — B”] > [(B’ = A) — B}}. 
But by V3, (B” — B). Hence by Inf, [(B’ > A) — B”] > [(B’ > A) — B}. 
Hence by (a) and Syll, (A — B) — [(B’ > A) — B]. 
Again, in I3 replace A by A’ — B, B by B’ — A, and C by B. Hence by 7.2 
and Inf, [(B’ — A) — B] — [(A’ > B) — B]. 
Hence, by Syll, Q.E.D. 


7.5. A —[(A — B) > (A’vB)]. 
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Proof. By 7.1, 
[B— (A'v B)] — {[(A — B) — BJ] > [(A > B) > (A4’v B)}]}. 
But by 1112, B > (A’v B). Hence by Inf, 
(A > B) > BJ > (A > B) > 'v B)). 
But by 6.2, A > [(A > B) > B]. Hence, by Syll, Q.E.D. 


7.6. A’ [(A > B) — (A'V B)). 





Proof. By IIl1, A’ — (A’v B). 
By ll, (A’v B) > [(A > B) > (A’v B)}. Henee, by Syll, Q.E.D. 


7.7. (A > B’) —~ (B> A’). 





Proof. By V1, (A — B’) — (B” — A’). Hence by 6.3 and Inf, 
B’ > [(A— B’)— A’]. But by V2, B— B”. Hence by Syll, 
B->[(A - B’) — A’. 

Hence by 6.3 and Inf, (A — B’) — (B— A’). 


8.1. (A — B) — (A’VB). [*1.Ola.] 





Proof. In 7.4, replace B by (A — B) — (A’v B). Hence, by 7.5 and Inf, 
and 7.6 and Inf, Q.E.D.? 


8.2. (A’vB) — (A — B). [*1.01b.] 





Proof. By III3,[A’ > (A — B)]— {[B— (A B)] > [(A'VB) — (A > B)}}. 
But by 6.4, A’ > (A — B), and by Il, B— (A — B). Hence by Inf (twice), 
Q.E.D. 





8.3. (AB) > (A’ v BY’. [*3.Ola.] 

Proof. By V1, [((AB) — A] — [A’ — (AB)’]. 
Hence by II1 and Inf, A’ — (AB)’. (a) 
Again, by V1, [(AB) — B] — [B’ — (AB)’). 
Hence by II2 and Inf, B’ — (AB)’. (b) 


Now by ITI3, [A’ > (AB)’] > {[B’ > (AB)'] > [(A’vB’) > (AB)'}}. 
Hence by (a) and Inf, and (b) and Inf, (A’vB’) — (AB)’. 
Hence by 7.7 and Inf, (AB) — (A’vB’)’. 





* For essential steps leading to the proof of 8.1 (especially in the proofs of 6.3 and 7.4), 
Tam indebted to Dr. W. V. Quine. (Proofs of 6.2, 6.3, 7.1, and 7.3 will be found in Chapter 
VII of a forthcoming book by Dr. Quine entitled A System of Logistic, about to be pub- 
lished by the Harvard University Press.) [This book appeared in November, 1934. Editor.) 
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8.4. (A’v B’)’ — (AB). [ 3.01b.] 





Proof. By V1, |A’ — (A’vB’)] — [(A’vB’)’ — A”]. Hence by III1 and 
Inf, (A’vB’)’ > A”. But by V3, A” > A. 
Hence by Syll, (A’vB’)’ —> A. (a) 
Again, by V1, [B’ — (A’vB’)] — [(A’vB’)’ — B”]. 
Hence by III2 and Inf, (A’vB’)’ > B”. But by V3, B” — B. 
Hence by Syll, (A’vB’)’ > B. 
Now by II3, {(A’vB’)’ —> A] — {[(A’vB’)’ > B] > [(A’VB’)’ > (AB)}}. 
Hence by (a) and Inf, and (b) and Inf, (A’vB’)’ — (AB). 


8.5. (A ~ B)-[(A > B)(B— A)]. [*4.01a.] 





oA RSS Sete ee a ae 


Proof. In II3, replace A by A ~ B, Bby A— B, andC by B— A. 
Hence by IV1, Inf, and IV2, Inf, (A ~ B) — [(A — B)(B — A)]. 


8.6. [((A — B)(B— A)]— (A » B). [*4.01b.] 





STEEP 


DEAE Acree 


Proof. By Ili, (A — B)(B—A)—(A-—B). 
By IV3, (A — B) — [(B— A) > (A ~ B)}. 
Hence by Syll, (A — B)(B — A) — [(B— A) — (A ~ B)], whence by 6.3, and 
Inf, (B > A) > [(A — B)(B— A) — (A & B)]j. But by II2, 
(A > B)(B— A) > (B- A). 
Hence by Syll, (A — B)(B — A) — [(A — B)(B- ec — (A ~ B)}. 
Hence by I2 and Inf, Q.E.D. 
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9.1. (Av A) >A. (*1.2.) 





Proof. By III3, (A — A) — {(A > A) > [(A v A) > A}]}. 
Hence by 6.1 and Inf (twice), Q.E.D. 


9.2. B— (Av B). (*1.3.) 





Proof. By ITI2. 


9.3. (A v B) > (Bv A). (*1.4.) 





Proof. By III3, [A — (Bv A)] — [B > (Bv A)] > [(A v B) > (Bv A)}. 
Hence by I1, Inf, and III1, Inf, Q.E.D. 





9.4. (B—C)—[(AvB)— (AvO)]. (*1.6.) 
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Proof. In 13, replace A by B, B by C, and C by A v C; and again, in I3 re- 

place A by C > (A v C), Bby B— (A v C), and C by (A v B) > (Av C); and 

apply Syll and 6.3. Hence 

(B>(AvC)] [Av B)—> (AvC)}} 

+ ((B>C) > \[C > (Av C)] > [(A v B) > (Av ©)}}). (a) 

Now by III3, [A — (A vC)] — {[B > (A v0)] >[(A vB) > (Av O)}}. 

But by III1, A — (AvC). Hence by Inf,[ B— (Av C)]—[(AvB) > 

(Av C)] (b) 

From (a) and (b), and Inf, with 6.3, 

(Cc (AvC)] > (BC) > [Av B) > (Av O)}}. 

But by III2,C — (AvC). Hence, by Inf, Q.E.D. 


These last ten theorems correspond precisely to the primitive propositions 
of the Principia in the form in which these primitive propositions are listed on 
page 65 of the Hilbert-Bernays book. That is, 

8.1 and 8.2 together correspond to *1.01 (Definition of >); 

8.3 and 8.4 together correspond to *3.01 (Definition of X); 

8.5 and 8.6 together correspond to *4.01 (Definition of =); 

9.1 corresponds to *1.2, 

9.2 corresponds to *1.3, 

9.3 corresponds to *1.4, 

9.4 corresponds to *1.6. 

The proposition *1.5 is omitted because it is now known to be redundant (proof 
by Bernays in 1926; reproduced in Trans. Amer. Math. Soc., vol. 35 (1933), 
p. 292); and *1.1 is here replaced by the rule of inference which is actually used 
in the Principia. 

The main purpose of this paper is thus completed. In conclusion, we add 
a brief note concerning the independence of the Rule of Inference in the Hilbert- 
Bernays set of postulates. 


PART III. InpEPENDENCE PROOF FOR THE RULE OF INFERENCE 


Hilbert and Bernays prove the independence of each of their fifteen postulates 
(I-V) by exhibiting fifteen examples, each of which satisfies all but one of the 
postulates and violates that one. They treat the rule of inference in the usual 
way,—not as an integral part of the postulate-set, but as something outside the 
formal system. : 

It may be of interest, therefore, to note that a sixteenth example can be con- 
structed which provides a formal proof of independence for the rule of inference 
itself; so that, in a sense, the rule of inference may be regarded as a sixteenth 
postulate in a complete set of sixteen independent postulates for an abstract 
system (K, T, +, X, Vv, ~,’). In this abstract system, 

K is an undefined class of elements, A, B, C, ---; 
T is an undefined subclass comprising the ‘‘accepted” elements; while 
~, X,V, © are undefined binary operations, and 
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‘is an undefined unary operation. Whenever A and B are elements of K, 
it is understood that A > B, AB, Av B, A ~ Band A’ are also elements of K. 

A “postulate’’ is a statement that such and such an element of K is an “ac- 
cepted” element, that is, an element belonging to the subclass 7. In Postulate 
IV1 for example, the expression (A ~ B) — (A — B), as written, is merely an 
element of K; the postulate, properly speaking, is a statement about this element, 
namely, the statement that this element is in the subclass 7’; that is, Postulate 
IV1 as written is to be understood as merely an abbreviation for the fuller form 
“((A ~ B)—(A—B)]isin T.” And similarly for each of the other postulates 
I-V in the Hilbert-Bernays list. 

A postulate is said to be “satisfied,” if no matter what value is substituted for 
each of the variables, the resulting element is always in T’. 

The following two examples of a system (K, T, —, X, Vv, ~, ’) satisfy all the 
fifteen postulates I-V, and also the rule of inference. (In the tabs for A > B, 
etc., A is on the left and B along the top.) 


Example 0.1 K = 1, 2. T = 1. 

4 | A’ 
1} 2 
2/1 





A—B|12 
33 
2/11 











Example 0.2 K = 1, 2, 3, 4. 





AvB 
1 


A-—-B 
1 











34 
34 
44 
34 
44 











2 2 
3 3 
4 4 
For convenience of reference, the fifteen examples given by Hilbert and Bernays 
as proofs of independence may be compactly expressed as follows. Each of 


these examples violates the like-numbered postulate, and satisfies all the other 
postulates of the list I-V. 


Example I, 1. K = I, 2, 3, 4. T = 1. 
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Example VIa. K = 1, 2, 3, 4. T = 
AB\|1234 AB|1234 AvB|12 
1}1111 1/1234 1);11 
2/1111 2/2244 2;12 
3/1311 38138434 3/11 
4/1111 4|/4444 4/12 
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Here I, 1 fails, since 3 > (1 > 3) = 3-4 = 4, which is not in T. 





Example I, 2. K = 1, 2, 3. T = 1. 

4>B\123 AB|123 AvB\123 AwxB\123 AA’ 

T glee 1/123 1/111 11/128: ‘its 
2/112 21223 21122 21/212 2/2 
3/111 31333 31123 313-21: 3/1 


Here I, 2 fails, since [2 — (2 — 3)] — (2 3) = [2 2] 2 = 1-2 = 2, 
which is not in 7’. 




















Example I, 3. K = 1, 2,3, 4. T = 1. 

4A>B\1234 AB\|1234 AvB)/1234 AwvB!1234 A| A’ 
1/1232 1/1234 1/1111 1/1232 1/;4 
2/1133 2|;2244 211212 21/2143 2/3 
3/1212 31/3434 311133 sis#i12 312 
4/1114 414444 41/1234 41/2321 4)1 

Here I, 3 fails, since (14) — [(4 3) — (1-3)] = 2 [1 3] = 2-3 = 3, 


which is not in 7’. 
Examples II-V are the same as Example 0.1 except as here noted: 


Ex.I,1  Ex.I,2  Ex.1,3  Ex.I0,1 &Ex.IU,2  &x.III,3 






































AB}12 AB|12 AB|12 AvB\12 AvB|12 AvBl|12 
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Ex.IV,1  Ex.IV,2  &Ex.1V,3  Ex.V,1 Ex.V,2 Ex.V,3 
seat 3B. AwB|12 A~B\12 A/A’ Al A’ A! Al 
1/11 12 ‘Go dee OE Gas ba egg BR 
2|22 s;%3 eee” 915 ais Tt 











All these fifteen examples obviously satisfy the rule of inference; that is, 
whenever A is in T and A — B is in T, then also B is in T. 


The following (new) example, on the other hand, satisfies all the fifteen postu- 
lates I-V, but violates the rule of inference. 
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Here the rule of inference fails, since 1 is in T and 1 — 3 is in T, but 3 is not in Pr. 
Another example having the same property is the following: 


Example VIb. K =1,2,3,4. T = 1. 





A—-B/|}1234 AB\/1234 AvB Ao 

1;1313 1/1234 1 
1 
1 





2/1111 2|;2244 2 
3/1313 3\|3434 3 
4/1111 4/4444 4 

The rule of inference is thus seen to be just as essential a part of the system 
as any of the more formal postulates I-V. Indeed, if the rule of inference were 
left out of account, Examples VIa and VIb would give the false appearance of 
proving the independence of 8.1, since in each of these examples 8.1 fails (when 
A = 3, B = 2), while all the formal postulates I-V are satisfied. 

It is of interest to note in this connection that Hilbert and Bernays, in the 
later developments of their book, abandon these formal postulates (I-V) in 
favor of a long list of rules (““Ersetzungsregeln’’) which are just as “informal” 
as the rule of inference. The free use of the equality sign authorized by these 
rules permits the introduction of new symbols.“by definition” in the ordinary 
mathematical fashion, and greatly expedites the development of the theory, 
whereas in the purely logistic method the absence of the equality sign makes 
long and awkward circumlocutions inevitable. 

The independence of these “rules” is not discussed in the Hilbert-Bernays 
book. As a matter of fact, when once the use of the equality sign is permitted, 
all the nineteen “‘Ersetzungsregeln”’ on page 49 are immediately derivable from 
any set of postulates for Boolean algebra (K, X, ’), for example the following 
recent set: 


1. If A isin K and B is in K, then AB is in K. 

2. If A is in K, then A’ is in K. 

3. AB = BA. 

4. (AB)C = A(BC). 

5. (A v B)(A v B’) = A, where, by definition, A v B = (A’B’)’. Also, by 
Def: (A — B) = (A’ vB), and (A ~ B) = (A— B)(B— A). 


The purely logistic method avoids the use of the equality sign, emphasizes 
propositions of the special form “such and such an expression is in 7',” and en- 
deavors to reduce to a minimum the use of any extraneous “rules of procedure.” 
But since at least one rule of procedure, like the rule of inference, is indispensable, 
it appears to be largely a matter of taste how many such rules are admitted. 
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* See Trans. Amer. Math. Soc., vol. 35 (1933), pp. 274-304 with corrections on p. 557 and 
971; or Mind, vol. 42 (1933), pp. 203-207. . 
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ALGEBRAIC CORRESPONDENCES BETWEEN ALGEBRAIC VARIETIES 
By J. A. Topp 


(Received May 28, 1934) 


Introduction. Attempts have been made recently by Albanese! and Severi? 
to extend to surfaces some of the classical results of the theory of correspondence 
between algebraic curves, and in particular, the theory of correspondences with 
valency. Albanese’s investigations are concerned primarily with the behaviour 
of continuous systems of curves on the surfaces under the transformation induced 
by the correspondence, and he makes extensive use of the Picard varieties asso- 
ciated with. the surfaces. He is thus enabled to define correspondences of 
valency zero between two surfaces, and correspondences with valency on a single 
surface, and to prove that on surfaces with general period-systems for the inte- 
grals of total differentials of the first kind these are the only correspondences 
which exist. Severi, on the other hand makes use of his series of equivalence in 
defining valency. His concept of valency is essentially less general than that of 
Albanese, which relates to the wider class of regular series. Both authors then 
consider a formula for the number of coincidences in a correspondence with 
valency on a surface, which was first obtained, in some special cases, by Zeuthen. 

In this paper we consider the general question of algebraic correspondences 
between two Va, distinct or coincident. Our method is to study the effects of 
the correspondence on the linear cycles of the Va, and upon the associated 
Riemann matrices (period-matrices of the simple integrals of the first kind): 
For d = 2 this is the analytical equivalent of Albanese’s geometrical reasoning, 
but it seems rather more concise. We obtain generalisations of many of 
Albanese’s theorems as consequences of a single matrix equation. A simple 
topological interpretation of valency is also obtained. Finally, we show that the 
Zeuthen coincidence formula is a very special case of the general topological 
coincidence formula due to Lefschetz, which is valid for correspondences on 
arbitrary topological manifolds. 


1. Consider two irreducible algebraic loci Vi, V2, of dimension d, between 
whose points is an algebraic correspondence T' of indices (a, 8). We suppose 
that Vi, V2 are non-singular. On the locus V: X V2 which maps the pairs of 
points of V; and V2 the pairs associated in 7 form an algebraic Vu, I’; con- 
versely every such Vy represents an «4 of pairs of points of V; and Ve, and 
hence defines a correspondence 7’ between them. T is reducible or irreducible 
Sap eetensaeets 

‘ Albanese, (a) Bull. Un. Mat. Ital. 11 (1932), 131. (b) Ann. Sc. Norm. Sup. Pisa, (2), 
3 (1934), 1, 149, 

* Severi, Rend. Acc. Lincei, (6), 17 (1933), 681, 759, 869. 
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with I. T is degenerate if either or both of a, 6 is zero. If 8 = 0 the trans- 
form of a point of V; only exists for points on some Va, (h > 0) of Vi, and to 
each point on this locus corresponds a V; of points on V2 which may be fixed 
or variable as the point moves on Vq-s. 


2. Let Ti (¢ = 1, 2, --- , R,(Vi)) be a minimum base for homologies modulo 
the zero-divisors for the s-cycles of Vi, where R,(V1) is the s** Betti number, 
and let similarly A? form a base for the s-cycles of Vz. If P is a point of Vj, 
and P;, Ps, --- , Ps the 8 corresponding points on V2, then as P describes any 
s-cycle on V; the points P:, Ps, --- , Pg each describe s-chains whose sum is 
an s-cycle. Thus we have 


(1) Pri) we > pas ; 
7 


where the integer matrices e«“ are determined by 7’. Similarly, considering the 
reverse correspondence, from V2 to Vi, we have 


(2) T-(Ai) = DsSiri. 


Since a base for 2d-cycles on Vi; X V2 is formed by cycles of the form 
TS X Aja, we have 


(3) f=. 2 ide dene 


t,758 
The matrices ¢, £, f, are not independent. By a known theorem of topology’ 
(4) e202)" fe) 


where 7’) is the intersection matrix (I’,- I'sz_s) for s-cycles on V, and M’ denotes 
the transpose of a matrix M. In the same way, if 75‘) is the corresponding 
matrix for V2, 


(5) é ¢ad—) ne (—) nie’ fora’ : 


Since 7{') and 7") are non-singular it follows that «“ and ¢°-® have the same 
rank. 


3. We shall be concerned principally with the l-cycles on V; and V2. We 
therefore denote these respectively by y;, 6;, in place of Pi, Ai. If qi, qa; are the 
irregularities of Vi, V2, then Ri(Vi) = 2m, Ri(V2) = 22. It will be convenient 
to replace the matrices e and ¢“ by A and B, so that (1) and (2) now read 


T(vi) = > Pi Ai; 4;, 


(6) 
T-(6;) = D Bivi. 





* See Lefschetz, Topology, (New York, 1930), 268. 
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There are q: linearly independent simple integrals of the first kind on Vi, and 


\S- 
to q on V2. Let these be w1, U2, --+ , Way; V1, V2, +++ , Va respectively. Let w,: + 
od denote the period of u, on y;, so that w is the Riemann matrixt (= R.M.) of wg 
V; associated with the cycles y and the integrals u. Let 7 be the correspond- Bs 
ing R.M. for Ve. + 
lo Consider the sum 
7 n(P:) + v(Ps) + +++ + 0(Ps) 
1; ’ 
hy of one of the integrals v, taken at the 6 points of V2 corresponding to a point P 
is of V;. As P moves on V; this sum is a simple integral of the first kind on V,, 
hence equal to 
“= p is Qtr Ur + Ct 
he where a, ¢, are constants. The period of u on y; is clearly equal to the period 
of », on T(y:). Hence we have the matrix relation 
(7) TA’ = aw 
between r and w. Similarly, considering the inverse correspondence, we find a 
- rel tion 
(8) wB’ = br, 


where b is a matrix related to the integrals v in the same way that a is to the inte- 
ry grals u. 


4. In the further discussion of equations (7) and (8) we shall require to use two 
results from the theory of Riemann matrices. The first of these is a lemma due 





. to Albert,’ which states that if w is a R.M. with an associated principal matrix 
C, and if y is any matrix such that ¢Cw’ = 0, then there exists a matrix 6 such 
that ¢ = dw. The second result is an extension, also due to Albert,’ of the 
well-known Poincaré reduction theorem.2 This states that if w isa R.M. of genus 
p expressible in the form 

me 

et 

We W3 We 

the 

ent 

| ‘ For the definitions of these matrices, and an account of their properties, see the articles 


by Lefschetz in the Report of the National Research Council, Topics in Algebraic Geometry, 
(1928), Chapters 15, 16, 17. 

* Albert, Bull. Amer. Math. Soc., (in the press). 

* For the definition of a principal matrix see the reference cited in‘, 314. 

” Loc. cit. in’, 

§ Loc. cit. in‘, 315. 
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where w; is a matrix of g rows and 2¢ columns, then and we are both R.M.’s, 
ws is a matrix of the form dw; + we (E rational), and w can be reduced to the iso- 







morphic matrix 
1 0\/w1 0 1 0 wy 0 
# x 4 i : i % :) : 
Regarding w as a period-matrix of integrals wu, --- , up on cycles v1, --- , 72, 






this transformation corresponds to a ehange of basis of the form 









q 
, 


OT ated be OD: uy = ty — 2) deve G=a+1,---,p); 


={ 





2(p—a) , 
73 OTe Ew yeu (r =1,-+++ 29); ve Te (s = 2¢+1,--+,2p). 


t=1 













If C, D, are respectively principal matrices of w and 7, so that wCw’ = 0, 
7tDr’ = 0, then from (7) and (8) we have 


7(A’C)w’ = 0 






and 






w(B'D)r’ = 0 








erties ther 2 
5 J ma 
ap gene a veer et 
Te x ‘ 2 





7(D'B)w’ = 0. 


Thus to T and T~' correspond relations of the form 






(9) Ow’ = 0. 





5. Let us now suppose that 7’ is irreducible. We shall prove the following 
theorem. 

If the correspondence T is irreducible and not degenerate, the principal matrices C 
and D may be chosen in such a way that 


A’C = —D’B. 













This theorem makes the matrix 6 of (9) independent of the direction in which 
T is taken. If T is reducible it may be expressed as the sum of a number of 
irreducible correspondences T,, with associated matrices 0,. The matrix 20, 
then satisfies (9) and is symmetrically related to T and T-!, but, as we shall 
see, it cannot be obtained directly from (7) and (8) by use of a principal 
matrix, in general. It will also appear from our work that the choice of C and 
D is not necessarily unique. 









6. The theorem is easily seen to be true for correspondences between two 
curves, independently of the hypothesis of irreducibility. For if m, 72, denote 
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the intersection matrices for the linear cycles on the curves, the matrices — »;', 
_1;', are easily verified to be principal for the corresponding R.M.’s. Now, 
in the notation of section 3,A = «, B = ¢, and so from (4) and (5) we have 


A’ nm - —(nz*)’ B 


which establishes the theorem in the case of curves. 


7. We now prove the following lemma. 

If T is an irreducible correspondence between V, and V2 which is not degenerate, 
then to a general curve on V, corresponds an irreducible curve on V >. 

Suppose V; to lie in S,. Let | K | denote the system of curves cut out by 
the various S,a41. We shall prove that the general K has an irreducible 
transform. 

There may be points of V; for which T degenerates, having an infinity of 
corresponding points on V». Since T' is irreducible such points form a locus D 
ofat most d — 2dimensions. The general curve of | K | will not meet D. The 
general curve K of | K | will have as transform a curve with a certain number u of 
components, u being independent of the particular K chosen. Let then T(K) = 
K,+ K, + --. + K, be the transform of K. Toa point P of V; correspond 
8 points Pi, --- , Pg on Vz which are distinct unless P lies at one of the finite 
number of intersections of K with the branch locus of the correspondence. Each 
of the curves Ky, --- , K, contains at least one of the points P,, --- , Pg, 
otherwise K would contain points of D. Let P;, --- , Ps, be the points on Ky, 
Past, +++ , Pg the points on Ke, and so on. As P describes any linear cycle 
on K the points Pi, --- , Pg are permuted among themselves in such a way that 
the sets (Pi, --- , Pg,) ete. are left unchanged, since the algebraic equations 
defining the points P;, --- , Ps are identically reducible. 

Now any linear cycle through P lying on V; can be deformed into a cycle on K, 
keeping P fixed, without crossing the branch locus of the correspondence.? Thus 
the generators of the fundamental group of V; — Dlieon K. Hence the group 
of monodromy of 7’ on V, is the same as that of T on K, so that if T is reducible 
on K it must be reducible on V;. The lemma is thus proved. 

o 

8. The correspondence 7’ may be regarded as the product of the (1, 8) corre- 
spondence T, between V; and I, and the (a, 1) correspondence T: between I 
and V;, By the lemma just proved there exists a curve K, on V; with irre- 
dueible transforms Ky on V2 and K on I. 

Let p, be the genus of Ki. Then” we can choose a base for the linear cycles 
on K; composed of 2g, independent cycles v1, --- , Y2a Of Vi, together with 
2(p. — q:) cycles Yoqt1) +++ » Y¥2p, Which =~ 0 on V;. If we choose a “base 





* See Lefschetz, L’analysis situs et la géométrie algébrique, (Paris, 1924), 33. The present 
argument, which is shorter than my original one, was pimented by Professor Zariski. 
" See Lefschetz, op. cit. in®, Ch. II. 
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Uy, «++ , Up; for the abelian integrals of the first kind on K; in such a way that 
U1, «++ , Ug, are the Picard integrals on Vi, the R.M. of Ky corresponding to the 
integrals u and the cycles y is of the form 


w 0 
" \We 1 


where w is the R.M. of V; corresponding to the integrals w, --- , uq; and the 
cycles 71, +++ , Ya. By the extended Poincaré theorem referred to in section 4 
we can choose a new base for the integrals on Ki, varying only the last p, — q 
of them, and a new set of cycles 7;, --- , Yop, on K,, where, for i S 2g, y; = 7; 
on Vj, and, for i > 2a, y; = 7, such that the new R.M. has the form 


w 0 
fa ae oceel Sim 
0 W1 


Similarly, by a choice of bases on K and Ke we can express the R.M.’s of K and 
Kz in the forms, analogous to (10). 
( 0 
0 Ti / 


o 0 
0 dj : 
where g, 7, are R.M.’s for T and V2. 

Consider the equations corresponding to (6) for the transformation 7). If 
Ply *** y P% be a base for linear cycles on I, q being the irregularity of I, we 
have 














Tilvi) = Do Lizp;, i=1,---,2qm;j=1,---,29; 
Ty'(e;) = D Nir. 
Similarly, for the correspondence induced by T; between K, and K we have 
Tilvi) = 20 Mio; 0 i=1,---,2m;j =1,---,2p; 
Ty'(0)) = Do Pur, 


where p is the genus of K, and we have taken a base for 1-cycles on K consisting 
in part of 2¢ independent cycles on I homologous to pi, --- , p2g, and in part 
of 2(p — gq) cycles ~ OonT. By the theorem of section 6 there exist principal 
matrices F;, F for the R.M.’s of K,, K, such that M’F,; = —F’P. Since K 
is irreducible M and P have the forms 


(‘ a C: a) 
M => ’ P = , 
0 Ly 0 Ni 
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at and owing to the forms of the R.M.’s of K; and K the matrices F;, F, have the 


1e forms 
C C; E Ey 
F,= ; Fz2= 
Gy" C, B 


where C, E, are principal matrices of w, ¢, respectively. Hence we have 


he (11) L’'C = —E'N. 


4 Similarly, considering the transformation T2, we have the relations 


i Tx(o:) = >, L*; 4;, t@=1,---,2q;j7 =1,--- ,2q2; 
T;'(6i) = DUNG is, 
for the transformation of the linear cycles on T' and V2; and by a similar argu- 
ment to the one just used we find 
d (12) L“'E = —D'N*, 
n 
where D is a principal matrix of r. The matrix E is the same as that appearing 
in (11), since it is a sub-matrix of F, which by the theorem of section 6 is com- 
pletely determined by the intersection matrix of the linear cycles on K. 
Since T is the product of T; and 7’; we have 
A = LIL*, B= N*N. 
If Since E is a principal matrix of o it possesses an inverse. Also EZ’ = —E. 
we Hence from (12) and (11), 
L* = —D'N*E, 
24; A'C = L”L'C = —D'N*E+.—E'N 
= —D’'N*N = —D’B, 
which proves our theorem. 
2p; 9. Consider now the equation 
(7) TA’ = aw. 
ing We can find non-singular complex matrices p, g, such that a = paog where a is 
art bs) diagonal matrix whose elements are 1 or 0. We cau also find rational non- 
ipal singular matrices, P, Q, such that A = PAoQ, where A» is a diagonal matrix 
.K Whose elements are 1 or 0. Hence we have 
tT Ag = Aw 


where 7 = pr Q’, w = qwP’—, are isomorphic to 7, w, respectively. Thus by 
passing to isomorphic matrices we may suppose that a and A have the diagonal 
form. If » is the rank of a then it follows easily from the theory of Riemann 
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matrices that the rank of A is 2v, and by the theorem just proved the ranks of 
b, B, are v, 2v, respectively. The integer v is Albanese’s rank of T, and we see 
that it is the same for T and T-'. In the case now considered (7) takes the form 


1 T3 I (2v) 0 I (v) 0 1 0 
(13) = 
0 T2 0 0 0 0 W3 We 
where J(k) denotes an identity matrix of k rows and columns. By the Poincaré 


theorem we may effect a further change of base so as to make ws; and 7; zero. 
Then we have ; 


: 2 i 
sid res eae at T2 


showing the presence of a common sub-matrix w; of w and r. 

The following results, due to Albanese in the case of surfaces, are immediate 
consequences of the foregoing. 

I. The linear cycles of each variety are transformed into a set of cycles depend- 
ing linearly on 2» of them. 

II. There are g2 — v Picard integrals on V2 which have constant sums at the 
sets of points corresponding to a variable point on V;; and similarly with the sub- 
scripts 1 and 2 interchanged. 

III. The relation (14) implies a restriction on the R.M.’s of V; and V2 unless 
(i) g: = gg and the matrices w, 7, are isomorphic, or (ii) vy = 0 and the matrices a, 
A,b, Bare zero. In the latter case we have the correspondences of valency zero in 
the sense of Albanese, the only existent ones in general. In such a corre- 
spondence the transform of every linear cycle (and hence of every (2d — 1)- 
cycle) is nul, and all the Picard integrals on either variety give constant sums at 
the sets of points corresponding to points on the other. 

We have supposed above that T is irreducible, an assumption made explicitly 
by Albanese in the proof of his fundamental theorem that the ranks of a corre- 
spondence and its inverse are equal.!' The notion of correspondences of valency 
zero, however, extends immediately to reducible correspondences, since the 
characteristic properties of such correspondences are preserved under linear com- 
bination. 

The fundamental theorem of Albanese does not, however, extend to reducible 
correspondences, as the following example shows. 

Consider in S, the surface whose parametric equations, referred to non- 
homogeneous coordinates, are 


z = gu), y = e'(u), z = gv), t= 9'(), 


where g(u), g(v) are the Weierstrassian elliptic functions and have the same 





4 Loc. cit. in note 1, (b), 14. 
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primitive periods w:, #:. For this surface g = 2, the two Picard integrals are u 
and v, and the R.M. is of the form 

w 0 

0 w 


where w is the period matrix (w:, we) of the elliptic function. The surface con- 
tains two elliptic pencils of elliptic curves, obtained by setting u or v equal to a 


constant. 
Let T, denote the (1, 1) transformation of the surface into itself defined by the 


equations 
u’ = —u+v, v’ = u — 2; 


u= —2u’ —v’, v= —u’ —v’. 


Then the matrices a, b1, of section 3 are respectively 


—l 1 —2 —1 
1 ~2)’ oS eee 
Let T'2 be the symmetrical (3, 3) transformation of the surface defined as fol- 
lows. To each point of the surface, P, shall correspond the intersections of the 
polar hyperplane of P with regard to a fixed quadric Q, with the curve u = u, 
passing through P. As P moves on this curve the corresponding points trace 


out a linear series on the curve. Thus the sum of the integral v at these points 
isconstant. Consequently the matrices ae, be, for T, are each equal to 


0 of 
For the correspondence 37 + T'2, the corresponding matrices a, b are obtained 
as linear combinations 3a; + a2, 3b; + be, of ai, de, bi, bo. Thus we have 


» <4 oe 
= ’ b = ? 
3 do —3 —3 
which are not of the same rank. Consequently the theorem of Albanese does 
not hold, in general, for reducible correspondences. 


In the case of degenerate correspondences the theorems become insignificant, 
since the matrices a, b, A, B are no longer all defined. 


10. We turn now to correspondences ona single Vz. When V; and V» coin- 
cide the relation (7) becomes 


wA’ = aw 
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and.determines a multeplication of w. If the R.M. is general such a multiplica- 
tion is scalar, and a, A, are multiples of the identity matrix. Hence A = —yJ, 
where 7 is an integer which we call the valency of the correspondence. The situ- 
ation is precisely analogous to that which arises in the case of correspondences on 
a curve. 

For the transformation of an s-cycle of Vi we have 


T(r) = Daeg td 


and by a topological theorem of Lefschetz” the virtual number of coincidences, 
i.e. of fixed points in the transformation, is given by 





















(15) N= > (—)* trace e® . 


s=0 


11. Let us apply (15) to the particular case of correspondences with valency 
on a surface. Suppose first that the valency is zero. Then e and e® are zero 
matrices and (15) reduces to 


 N=a+68 + trace e 







where e® is the transformation matrix for the 2-cycles on the surface. 
Now Severi has obtained the formula® 


N=a+6+é 


for particular types of correspondences, where 6 is what he terms the rank (not to 
be confused with Albanese’s rank referred to above). In the cases considered 
by Severi 7 is the sum of a number of correspondences each having the property 
of transforming every 2-cycle on the surface into a multiple of a definite algebraic 
cycle E. The rank of such a correspondence is then defined by the relation 


; T(E) = 6E. 
Now if T; (¢ = 1, --- , Re(V:)) are the 2-cycles on the surface we have 
E=) x7; 
T(T3) = uE = Do uar,T). 


Hence trace e® = Zy;A\; = 6. Thus Severi’s result is a special case of ours. 



























12. Now let T have valency y. Then if 2 denote the identity correspondence, 
T + yQ is a correspondence of valency zero. Severi defines the rank of T' by the 











12 See Lefschetz, Topology, 272. For d = 1 this formula reduces to the classical Hurwitz 
formula, Math. Ann. 28 (1887), 561, and the present proof to that of Lefschetz, Annals of 
Mathematics, 28(1927), 342. For the particular case where V; is a linear space of d dimen- 
sions an essentially similar result was given by Ursell, Proc. Camb. Phil. Soc. 25 (1929), 39. 
13 Severi, loc. cit. in note 2. 
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relation 6 = 6: — y where 6; is the rank of T + yQ; the rank of a general corre- 
spondence of valency zero being the sum of the ranks of its elementary constit- 
uents. If ¢ denotes the transformation matrix for the s-cycles under T, and 
é\ the corresponding matrix for T + 7Q, we have 


= &) + yI(R,). 

Hence, since 7’ + yQ is of valency zero, e? = e® = —+y-J(2q), and 

trace «€ = trace « = —2qy; 
again, 
trace < = trace [eY’ — yI(R,)] = 6, — yR, 
§+y7—yv0 + 494+ 2) =6-y7+4¢4+), 
where J is the Zeuthen-Segre invariant. Hence, by (15), 

N=a+27+ 6-710 +4¢+)] 4+ 27+8 
=a+6+6-770+4+)); 

and this is the coincidence formula of Zeuthen-Severi. 


Princeton University, Princeton, N. J. 
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REDUCTION OF THE SINGULARITIES OF AN ALGEBRAIC SURFACE 
By Ropert J. WALKER 
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Introduction. The reduction of the singularities. of an algebraic surface 
has been carried out by B. Levi, Chisini, and Albanese.!_ These reductions are 
all of an essentially geometric nature, the first two using Cremona transforma- 
tions of S; while the last depends on the properties of linear systems of curves 
on the surface. In the present paper we propose to give an analytic method of 
reduction, that is, to construct the polynomials which define the transformation 
by making use of the properties of analytic functions of one or more variables. 
There is a two-fold reason for doing this. In the first place, for a theorem which 
is of such fundamental importance in the theory of surfaces it is desirable to 
have a completely rigorous proof which makes use of as few as possible of the 
peculiar properties of algebraic surfaces. Secondly, what is more important, 
it is hoped that the methods used here can be extended to varieties of more than 
two dimensions; up to the present time the advances in this direction have been 
negligible. ; 

In order to make full use of the simpler properties of analytic functions it is 
desirable to restrict our considerations as much as possible to neighborhoods of 
points on our surface. In attempting to do this we are brought into contact 
with another problem, that of parametrizing the neighborhood of a point on an 
analytic surface. This problem has been completely solved by Black and by 
Jung,? and in Part IV we shall include a, simplified version of the most important 
part of Jung’s proof. 

Part I is devoted to the formulation of the problem and its reduction to essen- 
tially local considerations. This is done by introducing the notions of para- 
metrized wedges and their reducing systems. The rest of the paper is then con- 
cerned with the problem of constructing wedges and reducing systems of the 
required types for a neighborhood of an arbitrary point P of the surface. 

In Part II we consider the trivial case where P is non-singular, and then show 


































1B. Levi, ‘“‘Risoluzione delle singolarité puntuali delle superficie algebriche,’’ Atti. 
Acad. Torino, 34 (1899). 

O. Chisini, ‘‘La risoluzione delle singolarité di una superficie,’’ Mem. Acad. Bologna, 
8 (1921). 

G. Albanese, ‘“‘Transformazione birazionale di una superficie algebrica in un altra priva 
di punti multiple,” Rend. Cire. Mat. Palermo, 48 (1924). 

2C. W. M. Black, “The parametric representation of the neighborhood of a singular 
point of an analytic surface,’ Proc. Am. Acad. Arts and Sci., 37 (1901-2). 

H. W. E. Jung, ‘Darstellung der Funktionen eines algebraischen Kérpers zweier un- 
iibhangigen Veriinderlichen in der Umgebung einer Stelle,” Jour. fur Math., 133 (1908). 
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how the surface may be put in a form which will give the least difficulty in deal- 
ing with the singular points. These are taken up in the remaining parts; first 
the general point of the multiple curve, then a special type somewhat like 
Chisini’s “ineroci normali,” and finally the general case. The second of these 
is by far the most difficult, requiring the use of a rather complicated set of bi- 
rational transformations. The general case is reducible to the two former ones 
by means of transformations similar to those used to break up the singularities 
of a plane curve. 

This method of attack was proposed to us by Professor Lefschetz, who also 
made many valuable suggestions. We wish to thank him for his generous 
encouragement. 


I. Definitions and Fundamental Theorems 


1. Birational Transformations. Let f(xo, 21, 22, 13) = 0 be the equation 
of an irreducible algebraic surface V in a complex projective 3-space, S;. If 


$;(z),7 = 0, --- , 7”, are a set of homogeneous polynomials of the same degree, 
the equations 

(1.1) x; = $;(2) 

define an irreducible algebraic manifold V’ in S,’.2 Let us assume that there 
exists another such set of polynomials, ¢;(2’), i = 0, --- , 3, such that 

(1.2) p(x)ai = $;(o(2)) 


for allz;on V, with p(x) #0onV. It follows at once that p’(x’) = p(¢’(x’)) 4 0 
on V’. Hence if we except those points of V and V’ which satisfy p = 0 and 
p' = O respectively, the equations (1.1) and 


(1.3) xi = $;(2’) 


determine a one-to-one algebraic correspondence between the points of these 
manifolds. Under these conditions the manifold V’ is easily shown to be a 
surface also, and the equations (1.1) are said to define a birational transformation 
T of V into V’, (1.3) defining the inverse transformation. 

We wish now to study the behavior of T at those points of V for which p = 0. 
Let P be such a point, and let C be an algebraic curve lying on V and containing 
P. Chas a branch B with center at P, on which the coérdinates can be ex- 
panded in terms of a parameter: | 


(1.4) i= y Aino”, 


n=0 


ees SS ee 





* See van der Waerden, Moderne Algebra, Berlin, 1931, Chapter 13. 
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(aio) being the coérdinates of P. The transform of this branch on V’ is given by 
(1.5) z; = d; $o Gino” ) = > a; ,0” : 


Three cases may arise. 

(1) All the a;,, = 0. This means that the ¢; all vanish on C, in which case 
C is called a base curve of T. 

(2) It may be possible, by removing from the expressions for x; in (1.5) a 
common factor, to reduce these equations to the form xt; = a;. In this case C 
is transformed into the point (a;), and is called a fundamental curve of T. 

(3) In any other situation we can remove as a common factor the lowest 
power of s appearing in (1.5) and so insure that not alla, = 0. The equations 
then define a branch B’ on V’ with center (a; 0), Which we shall naturally call the 
transform of B by T. If B’ is not a branch of a base curve or fundamental curve 
of 7'— its transform will in turn be B. 

From what has been said in our first paragraph it follows that p = 0 on all 
base curves and fundamental curves. Hence there can be but a finite number of 
branches of types (1) and (2) on each point P. An immediate consequence of 
this is that each point of V’ is the center of the transform of some branch of V. 


2. Fundamental Points and Curves. Equations (1.1) define an algebraic 
surface in S, in terms of one in S;._ By allowing the subscript 7 to range from 
0 to r we can define birational transformations between surfaces in spaces of any 
number of dimensions. From now on we shall assume that these equations have 
this more general interpretation. We shall also remove the restriction that 
our surfaces be irreducible, requiring only that they have no multiple com- 
ponents. When we consider our transformations to act on the branches of the 
surfaces this generalization causes no difficulties. The reason for excluding 
surfaces with multiple components will appear later (No. 12). 

Let C’ be a fundamental curve of (1.2) and B’ a variable hyperplane branch 
(i.e., a branch of a variable hyperplane section of V’) with center on C’. Then 
B’ will have a transform B on V whose center P is the transform of C’. Since 
the transforms of the hyperplane sections of V’ are the variable curves of V on 
which the polynomials >> ;~, \,¢, vanish, we see that these polynomials vanish 
on variable curves through P. Such a point shall be called a fundamental point 
of the system 2A ,@; (and of the transformation (1.1) determined by the system). 
Conversely, if P is a fundamental point of (1.1) the transforms of the branches 
on P have their centers along a curve C’. C’ is then either a fundamental curve 
or a base curve. In the latter case we shall continue to.call C’ a fundamental 
curve; we have then the situation that a fundamental point of a transformation 
determines a fundamental curve of the inverse transformation, and conversely. 
We can, however, have fundamental points of a system which does not define 
a birational transformation. 

By the transform of a linear system }>7<9 u(x) by (1.1) we shall mean the 
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system Zp; (2’) = Luwr($;(2')). This is uniquely defined only on V’, but 
this is all we want. 

TororeM 1. The fundamental points of Su, can arise only from those of 
Suv and from the fundamental curves of =i 9}. 

For if P’ is a fundamental point of Zy,¥;, the variable branches on P’ on which 
these polynomials vanish must arise from variable branches on which Dy,¥; 
vanish. If these do not have their centers at a finite number of points, the 
fundamental points of Zyi~x, these centers must lie on a curve which transforms 
into P’, that is, a fundamental curve of 2) ;¢,. 


3. We come now to a more delicate characterization of a fundamental point 
P of asystem Zyuivx. The yx vanish on certain irreducible curves through P; 
some of these may be fixed but there must be at least one variable one. A 
general hyperplane section of V has a finite number of branches with centers 
on these fixed curves; let B be one of these. Then we have 

TurorEM 2. If fo vanishes on no curve through P except the base curves, and 
if the order* of Wo on each branch B is not, greater than the order of any yx on B, then 
P is not fundamental. 

The proof of this theorem will depend upon topological considerations due to 
S. Lefschetz.6 Let N(P) be a neighborhood of P in S,. Then there evidently 
exists a general® hyperplane z so close to P that its intersection with those 
branches of the base curves whose centers are at P all lie in N(P). The Kro- 
necker index of the intersection of V, Yo = 0, and z in N(P) is then the sum of 
the orders of Yo on the branches B whose centers are in N(P). Now as we vary 
slightly the parameters yu; from those values which give yo, this Kronecker index 
remains unchanged. Hence, since the order of every ¥; on each B is at least as 
great as that of Wo, it follows that none of the Dus; can vanish except on the 
base curves. 


4. Singular Points. If V is a surface in S;, determined by an equation 
f(&o, 21, 22, 23) = 0, a singular point of V is usually defined in one of two equiva- 
lent ways; either as a point of V at which all the first partial derivatives of f 
vanish, or as one such that every line through it has a multiple intersection with 
V at that point. The latter definition may be put in the form that a point P of 
V is singular if a general plane section of V through P has a singularity at P. 
Each of these definitions can be generalized to apply to a surface in S,. We 
shall use the last one, putting it in the following negative form: A poipt P of V 
in S, is non-singular if a general hyperplane section of V through P has just 
one branch on P and this branch is linear.’ If every point of V is non-singular 





‘ By the order of a polynomial on a branch we mean the order of the zero of its expansion 
on the branch. 

* See Lefschetz, Topology, New York, 1930, Chapter VIII. 

* For the meaning of the term “‘general’’ as used in this connection see Coolidge, Alge- 
braic Plane Curves, Oxford, 1931, p. 8. 

A branch is linear if on it some polynomial is of order one. 
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we shall say that V is non-singular. Our object is to show that every algebraic 
surface has a non-singular birational transform. 






5. Wedges and Their Reducing Systems. Let x;(u, v) be a set of functions 
holomorphic in an open set R of the uv-plane and not vanishing simultaneously 
at any point of R. If the set of points defined by pz; = x;(u, v), (u, v) in R, lies 
on V we shall call the set a wedge W. A branch B on V shall be said to lie in W 
if the values of u and v which give points of B can be expressed parametrically 
in the form 




























i] ie) 
u=w+ dao, v=v+ > bo, 


n=1 n=1 
with (w°, v°) in R. 

We shall say that a linear system 2) jo; is a reducing system (= R.S.) for a set 
of wedges {W,} if it satisfies the following conditions, the significance of which 
shall be given presently. ' 

(a) For each (uz, vj.) we can write 


(Ue, VE) = Bx (Ue, VE) -Pje(Ue, VE), 


where all the functions are holomorphic in the neighborhood of (u?, vf) and at 
least one $;x(u;, vz) ¥ 0. 
(b) For each (u?, v?) there exist two of the 2\,¢;, say ¢; and @», such that 


dik(Uky Ve) = atu. — uy.) + div, — vz) + cers 
gdar(Uky Vk) = Ae(uz — Uz) + bev, — VE) + ++: , 


with ab. — aah; ¥ 0. 
(c) If (ui, 04) * (uz, vz) there exist \$ such that 


LA; bix(Ur, v;) = 0, LAG biK(Uk, vi) ~0. 

(d) Let 

ur = ul, + Zao", v1 =v) + Zd,0 
be a branch not lying in W;. Then there exist \$ such that 
Tj Gie(UE, Ve) = 0, Wi Pplul, vt) ¥ 0. 

6. We shall now show that in the particular case where 2\j¢; defines a bi- 
rational transformation of V and where each branch of V lies in at least one Wi, 
these conditions imply that the transformed surface is non-singular. Let P’ 
be an arbitrary point of V’ and 2\;v; = 0 a general hyperplane on P’. Let B’ 
be a branch cut out by this hyperplane with center at P’, and suppose the param- 


eters of the center of B, the transform of B’ on V, are u?, vt. Then, because 
of condition (a), the codrdinates of P’ are given by 


(6.1) t; = djx(uf, vf). 
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Let B{ be any other branch of V’ and B, its transform on V. If B, does not 
lie in W, we find from (d) that ZAS2; = 0 is a hyperplane which contains P’ 
but not the center of B tjie., By isnoton P’. By (c) asimilar situation holds if 
B, lies in W;, but has different values of the parameters at its center. Hence 
the branches of 2\;z; = 0 on P’ are given by the solutions of dj ;4(us, vx) = 0 
which pass through (uz, v2). Since the hyperplane passes through P’ we must 
have 


(6.2) Dridix(Ue, Ve) = A(ue — Uz) + D(v_ — vg) + --- =O. 
In condition (b), a; and 6; cannot both be zero, say a, ¥ 0. By choosing \; = 1, 


\; near zero for j ¥ 1, we have 


a=a+e+QO0, b=h + e, 


and hence we can solve (6.2) for (uz — ui) as a unique power series in (v, — v2) 
of the form 


bi + € 
a+ ee 


When this expression for u, is put in (6.1) we obtain a branch on P’ which is 
necessarily B’. To show that P’ is non-singular we shall show that x, is of order 
one on this branch. Now from (b) 


x5 _ a, (Uy os uy) + b,(v;, _ vt) + .-- 
“ bs + & os 0 eee 
at (- M2 a+ & + b) (m% — v1) + 
sai ibe — abi + "y 
i a+ 4 si 


and for sufficiently small ¢, and € the first coefficient is different from zero since 
ayby a aed; x 0. 


(4, — 04) + +++. 


(6.3) U, — ul => 





—v)+---, 





7. We shall find it convenient to speak of a R.S. for a set of branches, meaning 
thereby that there exists a set of wedges, containing the branches, for which the 


given system is a R.S. The results of No. 6 can then be put in the following 
form. 


_ FUNDAMENTAL TuroreM. If a system defining a birational transformation of 
V into V’ isa R.S. for the set of branches of V then V' is non-singular. 


8. Combination of R.S. 

Lemma 1. Let {Wi} and {Um} be sets of wedges having R.S. 2d; and Zur 
respectively, and satisfying the conditions 

(1) If the center of a branch B lies in {W1} then B lies in some Wi, 

(2) Zu. has no fundamental points in {W:1}; and similarly for {Um} and 
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DA,o;. Then Ddijxida, ts a RS. for {Wi, Um} and has fundamental points 
only at those of =r ;o; and Zpyrx. 

We shall show that each of the conditions (No. 5) defining a R.S. for {W,, U,,} 
is satisfied by polynomials of the type (2vix:)(ZA;o;)(Zuwx). We take the 
conditions in order. 

(a) Let (u{, v?) be the parameters of a point of W:. For brevity we put 
u =u — ui,v = v, — v}. Then y,(u, v) is a holomorphic function in the 
neighborhood of (0,0). We shall show that ¥x(u, v) = Y(u, v)Px(u, v) with at 
least one ¥;(0,0) # 0. In the theory of analytic functions® it is shown that y, 
can be written in a unique form 


ve(u, v) = Pr*Ps™ .-- Po, 


where P,(u, v) = 0 in aneighborhood of (0,0) cannot imply P,-(u,v) = 0, h’ ¥ h. 
Let P{! --- P®* be the (formal) highest common factor of the yx, the remaining 
factors being Q;. Because of restriction (2), if each Q; vanishes at (0, 0) they 
must all vanish on a fixed curve through this point. From the definition of the 
Q;. it follows that one of them does not have a factor P; and hence vanishes only 
on P3? --- P** = 0 and not on P; = 0. The same reasoning holds for every 
P,, and so the Q; cannot all vanish on (0,0). Putting YW = PY! --- P?* and 
Vx = Q:, we have the desired result. 

It is now easy to show that 2), ;.2 ib "x satisfies condition (a). For at (u°, v’) 
we have 

(Ui, 01) = Pili, v1) -bj(ur, v2), 


with ¢o:(u!, v¢) ¥ 0, and also 
We(Ur, V1) = Vit, v1) -Wer(ui, vi), 


with, say, Yo(u?, v0?) #0. One of the codrdinates, say xo, does not vanish at 
(ut, v¢). Then 


Lib, = OWirziPdjir = 90 ijx1, 


with Pooor(us, v’) ~ 0. 

(b) Choose ¢1, ¢2 to satisfy this condition and Wo, zo as in (a). Then 2odro, 
Lodo are the required polynomials. 

(c) Let Yo satisfy (a) at (uw), vf) and y, at (u!, v!). Then for general a, 8, 
Y = ayo + By, satisfies (a) at both points. Let zx» ¥ 0 at both points, and let 
$o satisfy (c). Then xodoy satisfies (c). - 

(d) Here we have two cases to consider, depending on whether the other 
wedge involved is a W or a U. The procedure for the first case is essentially 
the same as that for (c). For the second case we use restriction (1) of our 
lemma. This tells us that (u’, v) and (u®, v°) correspond to distinct points of 
V. Hence we can find a linear form, say xo, which vanishes at (u3, v?) and not 
at (u?, v),). The rest of the argument is as usual. 





® See Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie, second edition, Leipzig, 1929, Volume II, 
Chapter 2. 
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Finally, the statement about the fundamental points of DA; j.7:¢;, follows 
immediately from Theorem 2, No. 2. For suppose P is not a fundamental point 
for either 2A ;¢; or Zuxx and let and y be general members of these systems 
and x = 0a hyperplane not on P. Then the base curves of DA; 2:6, on P 
are evidently the combined base curves of 2\j;¢; and Dy,y,, and the minimum 
orders of x; on the general hyperplane branches with centers on these curves 
is the sum of the minimum orders of ¢; and yx. Hence z@y satisfies the con- 
ditions of Theorem 2. 


9. Before passing to the applications of this lemma let us define an important 
special type of R.S. A R.S. ghall be said to be pure if it has no fundamental 
points on V. For example, condition (2) of Lemma 1 is certainly satisfied if 
both the R.S. are pure. 

TueorEM 4. Suppose that each point P of V has a neighborhood N(P) such that 

(1) With a finite number of exceptions, for each point P there exists a pure R.S 
for the set of branches with centers in N(P). 

(2) For each of the exceptional points P;. there exists a similar R.S. having the 
one fundamental point P;. Then there exists a R.S. for the set of branches on V. 

Let us change the neighborhoods slightly by removing from N(P), P # Px, 
the point P;, if N happens to contain P;. The resulting set of neighborhoods 
still satisfies the conditions of the theorem and has the additional property that 
the R.S. for N(P;) has fundamental points in no other N(P). Now V is a com- 
pact separable space, and hence there exists a finite set of N(P) which cover V. 
The R.S. for V can now be constructed by combining, one by one, the R.8. of 
this finite set of neighborhoods, the assumptions of Lemma 1 being satisfied 
at each step. 

If the resulting system does not already determine a birational transforma- 
tion we have only to combine it with the system of the codrdinates, as in Lemma 
1, to obtain a R.S. satisfying the assumptions of the Fundamental Theorem. 


10. Transformation of R.S. Theorem 4 essentially reduces the problem of 
constructing a R.S. for V to that of constructing one for a neighborhood of an 
arbitrary point P of V, the fundamental points of the R.S. satisfying the con- 
ditions of the theorem. We propose to solve this problem by applying to V a 
succession of birational transformations which have the effect of simplifying the 
neighborhood of P. On the transformed surface we shall construct a R.S. for 
the set of branches arising from N and then transform back to V. This last 
step is taken care of by the following theorem. 

TuEoreM 5. Let =d,; define a birational transformation T of V into V', and 
let S and S' be open sets on V and V’ which are transformed into one another by T 
and its inverse, and which satisfy the conditions 

(1) T is single-valued in S, 

_) T has only a finite number of fundamental points in S’.® 


*It is known that no birational transformation between algebraic surfaces has more 
than a finite number of fundamental points, but we shall not need to use this result. 
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Then if Dui; is a R.S. for the set of branches whose centers are in S, the transform 
of this system is a R.S. for the set of branches with centers in S’. 

We shall first show that there exist wedges containing all branches with centers 
in S’.. Let B’ be such a branch, and suppose first that B’ is not a branch of the 
base curve of T-!. From (1) it follows that T has no fundamental point in §, 
and so the transform of B’ is a branch B whose center lies in S and which there- 
fore lies in a wedge W, the parameters of which have on B the expansions 


(10.1) u=w + >). ano", v=v+t Do dao”. 
n=1 


n=1 
In the neighborhood of (u®, v°) we have 
px; = oi(ti) = $;(xi(u, v)) = ¥(u, v)$;(u, ). 


Since (u°, v°) is not a fundamental point of T we can show, as in Lemma 1, that 
not all ,(u®, »°) = 0. Hence x; = $;(u, v) defines a wedge W’ on V’. On 
substituting for u, v their expansions from (10.1) we obtain the expansions of 
2; on B’. Hence B’ lics in W’, and the parameters of W’ have the expansions 
(10.1) on B’, 

If B’ is a branch of a base curve of 7’! the situation is more complicated, as 
we must determine the transform of B’ by indirect means. Let P’ be a point of 
B’ corresponding to a general value of the parameter o of B’. For sufficiently 
small o, P’ is in S’, since S’ is open, and by (2) P’ has a finite number of trans- 
forms P, in S. As o varies, the P; describe a set of branches, with centers in 
S, which are the transforms of B’. B’ must be the transform of at least one of 
these, and so, as above, lies in a W’. 

Let px; = ¢; (x’,) be the inverse transformation. Then (No. 1) for each point 
px; = $;(;(u, v)) of W’ the quantities ¢ (x; must give us the corresponding 
point of W; i.e., 


(10.2) pxi(u, v) = o;(b,(xs(u, »))). 


It follows that if y;, = vi(o, (x’)) are the transforms of the y;, then 


(10.3) pv; (u,v) = Pilu, 0). 


We can now show that 2y,¥; is a R.S. for 8S’. From (10.3) it follows at once 
that this system satisfies conditions (a), (b), and (c), (No. 5), since these involve 
only the behavior of the ¥;(u,v) in W’. To show that (d) is satisfied let B; be 
a branch with center in S’ not in W’. Then on Bj, and hence, by (1), on its 
image B,, we cannot have 


(10.4) u = uo + Leno", v = v® + Yd,o". 


If B, lies in W then its center (u!, v') # (u®, v°), and if Dufy, satisfies condition 
(c) for these values of the parameters then Zyu?y; satisfies (d). If B does not 
lie in W the yu; which satisfy (d) in S will also satisfy (d) in S’. 
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o II. General Considerations 


11. The Non-singular Points. In this part of the paper we shall give some 
general indications as to how the R.S. of Theorem 4 are to be constructed. Since 
by definition every algebraic surface is birationally equivalent to one in S; we 
may assume that V is defined by an equation f(z, y, z, t) = 0, f being a homo- 
geneous polynomial having no multiple factors. Let P be a non-singular point 
of V and suppose that t ~ 0 at P. We may then put ¢ = 1 and work in the 
corresponding cartesian coérdinates z, y, z. From the definition of a non- 
singular point (No. 4) it follows that in a neighborhood N of P one of these 
coordinates, say z, is a holomorphic function of the other two. Then the 

equations 


(11.1) c= U, yY = 2, c= z(u, v) 


define a wedge which evidently contains all branches whose centers are in N, 
and we see at once that Act + Ait + Aey + Asz is a pure RS. for this wedge. 
Hence 

TueorEM 6. The system of the codrdinates is a pure R.S. for a neighborhood of 
any non-singular point of V. 


12. The Singular Points. Now let P be a singular point of V. Before 
changing to cartesian coérdinates let us choose the homogeneous ones so that 
the point (0, 0, 1, 0) isnot on V. Then f(a, y, z) = f(z, y, z, 1) will contain a 
term of the type cz" and f(z, y, z) = 0 will define an algebraic function z(z, y) 
with the property that at any point of the zy-plane z(x, y) has only a finite 
number of determinations. 

Let P have coérdinates (x0, yo, Zo). Then two or more determinations of 
2(z, y) coincide at zo, for otherwise z would be holomorphic at xo, yo and P would 
not be singular. This coincidence is expressed by the vanishing at xo, yo of the 
resultant, with respect to z, of f(z, y, z) and af/az. If this resultant vanished 
identically f would have a multiple factor, which case we have excluded (No. 2). 
Hence the vanishing of this resultant defines a curve C in the zy-plane called 
the branch curve of z(x, y), which, as we have just seen, contains the projection of 
every singular point of V not ont = 0. Since we may choose ¢ = 0 to contain 
no multiple curve of V we may assume that all but a finite number of singular 
points have their projections on C. 


13. We propose to show: first, that any point P whose projection is on C 
has a neighborhood for which there exists a R.S. having no fundamental point 
other than P; and secondly, that if the projection is a non-singular point of C 
the R.S. can be made pure. Since the singular points on ¢ = 0 can be taken 
care of similarly by choosing different codrdinates, the assumptions of Theorem 4 
will be satisfied. 


14. A Generalization. When we begin to apply birational transformations 
to V it will lose the simple form which we have assumed in this section; in par- 
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ticular, the number of coérdinates will increase. We shall state here two con- 
ditions, analogous to those of No. 12, which V will always satisfy. 

Let V lie in an S, having cartesian codrdinates 2, y, Zo, --- , rs which are 
finite at the point P under consideration. By translating the axes we may as- 
sume P to be the origin. On V each z; is an algebraic function of x, y; we con- 
sider only the determinations of z; which give points in N(P) for (a, y) near 
(0,0). For these we assume 

(A) z:(z, y) approaches zero as (x, y) approaches (0, 0). 

(B) z,(z, y), 7 > 0, is a single-valued function of 2, y, zo. This condition 
enables us to concentrate our attention on the one function 2» rather than on the 
entire set of z;. The branch curve of zo we shall always denote by C. 


III. The Case of a Non-singular Point of the Branch Curve 


By constructing rational functions which behave in a certain manner at P 
we shall first find transformations which simplify the neighborhood of P and 
then build up a pure R.S. for this neighborhood. Some of these constructions 
are unnecessarily complicated; they are used, however, because they can be 
applied, with slight alterations, to the more difficult case to be considered in the 
next part. 


15. The Parametrization. For the sake of generality we assume that V 
is in S,, the codrdinates satisfying the conditions of No. 14. In this part we 
consider the case where the projection of P is a non-singular point of the branch 
curve C. We may assume that the coérdinates (z, y, z:), (¢ = 0, --- ,r — 3) 
of P are all zero. 

Let the equation of C be h(x, y) = 0. One of the axes, say the y-axis, is not 
tangent toC at P. Hence dh/day ¥ 0 for (2, y) = (0,0), and on putting X = z, 
Y = A(a, y) we can solve for x, y as algebraic functions of X, Y which are holo- 
morphic in the neighborhood of (0, 0).“ The algebraic function zo9(X, Y) then 
has as its branch curve Y = 0. The hypersurface X = é, for ~ near zero, cuts 
V in a curve having a finite number of branches with centers on Y = 0 in the 
neighborhood of P. Let one of these be B,, having the expansion 


(15.1) X =, Y = 9", = = dix (é)s"*, 


k=1 


( = 0,---,r — 3,0 <m < m <_---). From the theory of Puiseux series 
it follows that the a;() are algebraic functions such that for each k at least one 
aix ~ 0, and the integers n, m, mm, --- have no common factor. The series 
converge for | s |" < | (€) |, where n(é) is the ordinate of that point (é, 7) of C 
which is nearest to (é, 0). Because Y = 0 is the only branch curve in the 
neighborhood of (0, 0) it follows that n(¢) does not approach zero as £ approaches 





10 As we are interested only in the neighborhood of P we shall use the terms holomorphic, 
bounded, etc., to refer to the behavior of functions in this neighborhood only. 
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zero; hence there exists an M > 0 such that the series converge for | s| < M. 


for all ¢ near zero. By restriction (A), No. 14, | z;| has an upper bound Z; in 
the neighborhood of P. Hence 


|aux(é)| S ZM™ < ~, 


and so each a,x is bounded. 


16. We shall now show that the aj; are all single-valued. Let ao, be the first 
ao, Which has a branch point at € = 0. Then for all k < p, ao, has a unique 
determination, while ao, has at least two determinations, say ay, and ay » Which 
are in general distinct but which become equal for § = 0. To these determina- 
tions there correspond two determinations z, and zy of zo(, s). Since é, s deter- 
mine X, Y uniquely, ae Zo can vanish only on C, that is,on Y = 0. But 


zo — 29 = 8"P[(ao,(¢) — ao,(é)) +--+], 


and the second factor vanishes on a curve through = 0, s = 0 other than C. 
This contradiction assures us that the ao, are single-valued. From restriction 
(B), No. 14, it follows that all the a; are single-valued. Finally, since the ai, 
are bounded they are all holomorphic. 


17. Equations (15.1) therefore define a holomorphic parametrization of a 
portion H of V in the neighborhood of P. All the points of H are obtainable 
from a general point of H by analytic continuation of the functions z;(x, y) in 
this neighborhood. H is therefore the analogue on V of a branch on an algebraic 
curve, and shall be called a sheet. of V with center P. Since each point of V near 
P lies on a branch like B, the entire neighborhood of P is covered by a finite 
number of sheets. 


18. Separation of Sheets. Before beginning to construct a R.S. for the 
set of branches whose centers are on these sheets we wish to apply to V a bira- 
tional transformation of such a nature that the sheets on P are transformed into 
sheets with distinct centers. The transformation shall be built upon a rational 
function of z, y, 29 which has different values at the centers of the sheets on P. 
We proceed to the construction of this function. 


19. Construction of Rational Function. To avoid complications let us as- 
sume that there are just three sheets Hi, Hs, H; on P, this situation presenting 
all the difficulties of the general case. On Aj, zo is a function of X, Y of the form 


(19.1) zo(H:) = > ap X™Y”*, 

2 k=1 
the m; being integers and the »; fractions. On H, and H; we have similar 
expansions with b; and c;, instead of a,. By introducing, where necessary, 
additional terms with zero coefficients, we may assume that the sequence of 
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pairs m,, v; is the same for all the sheets and that for each k not all of a;, b,, c; 
are zero. Then the »; will have a common denominator »v. 

Lemma 2. For each positive integer p there exists a rational function 
R,(X, Y, 20) whose expansions on the sheets are X"?Y"” times, respectively, ay, bp, 
and cy plus power series in X, Y'!” which vanish at (0, 0). 

Equation (19.1) may be written in the form 


eo 


~a= 1 a,(X)Y”*. 


k=1 


Designate by 9 the operator Yor Since Zo is an algebraic function of X, Y, 


satisfying a polynomial equation F(X, Y, zo) = 0, we see that if R(X, Y, 20) isa 
rational function so is 


aR , ARa@\ ,f/aR aR aF ar) 
on = (He oF oe) a ( azo 8Y/ dz) 


Furthermore, if R = Ya.(X)Y”* then OR = Yv,a,(X)Y"*. Hence for every 
non-negative integer h, 0’zo is a rational function whose expansion on H, is 
Svra,(X)Y’*, The determinant of the coefficients of the a» in the set of 
equations 


0, (kK =1,---,p—1), 


is the Vandermonde determinant of the quantities , --- , v>. Since no two of 
these are equal the determinant is different from zero and the equations have 
a solution. Then 


ed} 
, 
R, = b a, 0" 2 
h=0 


is a rational function whose expansion on H, is of the form Y’?(a,(X) + --:). 
This can be rewritten as Y’? })7-,a;(Y"")X™, where a,(0) = a». By oper- 
ating on this function with X ~ we can obtain a new function R, whose expan- 


sion on HA, is 


XY "(a5 (Y"”) 4+ ---) = X™Y'P(a, + .--), 


Throughout this argument we have used only the properties of the exponents 
in the expansions, and as these are the same for all the sheets it follows that R, 
is a function of the required type. . 


20. We obtain in this manner algebraic functions of the type R,X”-"?Y "? 
whose values at the centers of the sheets are respectively ap, by, Cp. Consider in 
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particular the quantities a,, b,; these cannot be equal for all p, for this would 

mean that zo, and hence all the z;, coincided on H, and H2, which could not then 

be distinct. ‘To make use of this property in constructing a rational function 

having different values on H,; and H» we must carry out the following argument. 
The expansion (19.1) is not unique; by replacing 


Y' by &’Y"", (co =0,---,»—1), 


e being a primitive v root of unity, we obtain v conjugate expansions. Let the 
corresponding conjugate values of the coefficients be denoted by a’). If b\”? 
is an arbitrary conjugate of b; we see by the reasoning of the preceding paragraph 
that there must be a k(c) such that @,,,, ~ 04%). Then the equation 


v—l1 ai-% ( 
Do Be xe) = Dy Be O60, 
a=0 o=0 


is not an identity in the 8, for any value of 7. Hence we can find particular 
values 8° for which none of these v equations are satisfied; that is, the set of 
conjugate values of 2 B? ax, is different from that of = 8° bie). We can there- 
fore find a symmetric function S(u,) of v variables such that 


S (28° al?) = S(z Be wf2)). 

Then 
S (= Bo Rive) Xo) Y~"klo) "kl a)'*) 

is a rational function of X, Y, zo, and hence of 2, y, zo, whose values are finite on 

H,, Hy, H; and different on H; and H,. By constructing such functions for all 

pairs H,, Hs and taking a general linear combination of them we obtain a rational 
function having a different finite value on each sheet on P. 


21. Removal of Fundamental Points. Let this function be written in the 
form 1/0, the ¢@’s being polynomials. Lett = 0 be the hyperplane at infinity 
and make the polynomials homogeneous by introducing powers of ¢t. Then 


(21.1) x’ = Xho, y’ = Yo, Zz; = Zido, t’ = tho, ot = td 
is a birational transformation of V into a V’ in S,,; on which the centers of the 
, 


sheets on P have different codrdinates at. Unfortunately, this simple trans- 





formation may have fundamental points, so that the transformation back to V 
will spoil the purity of a R.S. constructed on V’. To remedy this defect we must 
enlarge the system Xoo + Aid: so as to eliminate the fundamental points. 

From the manner of constructing ¢1/‘¢0 it follows that on any of the sheets on 
P the expansions of ¢ and ¢, in the parameters of (15.1) have the form 


(21.2) do = oo(&, 8) ° a $i = gol, s)ou(é, 8), 


¢: being holomorphic. Hence P is not a fundamental point of Aodo + A191. 
Let D be the minimum curve containing the set of branches on P on which any 
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of the ¢o(é, s) = 0 (each sheet of V on P may have a different ¢o(é, s)). We 
shall first eliminate the fundamental points not on D. Let y be a polynomial 
which vanishes on D. Then ¥(é, s) is a holomorphic function which vanishes 
in the neighborhood of (0, 0) whenever ¢o(é, s) = 0. On splitting ¢ and y into 
their irreducible components as in the first part of Lemma 1, No. 8, we see that 
this implies that y contains each of the different factors of ¢o. Hence there 
exists an integer M such that 


(21.3) [v(é, s)]¥ = gol, 8)¥(E, 8) . 


For each sheet on P we can determine such an M; for the largest of these an 
equation similar to (21.3) will hold on each sheet. 

Let ¥1, ¥2, ¥3 be polynomials of the same degree which vanish simultaneously 
on D but at no other point of V, and let M be the largest of the integers con- 
structed as above for these polynomials. Then for suitable N the system 
dino usw, determined by 


(21 4) vi ’ Ve ? v3 5) t%do ’ Udy 


can have fundamental points only on D, and on each of the sheets on P the poly- 
nomials have expansions which contain ¢0(é, s) as a factor. 


22. If Zu,w, has fundamental points on D let w be a general member of the 
system and D, the curve other than D on which w vanishes. Let Ws, Ws, vs be 
polynomials of the same degree which vanish simultaneously on Dp» and at no 
other point of V. Then we can find an M so large that the order of any y/ ona 
general hyperplane branch with center on Dp is at least as large as the order of 
w on the same branch. Since w is a general member of (21.4) its order on a 
similar branch with center on D is no greater than the order of any member of 
the system on this branch. Let J, = 0, = 0,13 = 0 be hyperplanes having no 
point of Vincommon. Then for suitable N the system determined by 


18 , [Jw , 3 ’ Vin, (k = 4, 5, 6) 


has no fundamental points. For at any point of D or Do a suitable combination 
of the first three members satisfies the conditions of Theorem 2, No. 2. 


23. The Transformation. Let >>"_, \;6, be the system obtained by remov- 
ing the fundamental points of Xoo + Agi. Transform V into a surface in 
Snrinzr by setting the codrdinates of this space equal to 


(23 . 1) x6; y8; ’ 2:0; ’ 16; ° 


This transformation has the following properties: 

(1) There are no fundamental points. This follows from the construction 
of the 6; and the reasoning that was used in the last part of Lemma 1. 

(2) Distinct points have distinct transforms. Let B and B, be two branches 
on V with distinct centers, and let 1 = 0 be a hyperplane containing the center 
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of B but not that of Bi. Let 6%, 6 be of least order on B and B, respectively. 
Then for general a, 8, the order on either B or B, of 6 = a6; + 89 is not greater 
than that of any of the 6;. It follows from the definition of the center of the 
transformed branches (No. 1) that the hyperplane /@ = 0 contains the center 
of the transform of B but not that of B,. Hence these two points are distinct. 
(3) The sheets on P are transformed into sheets with distinct centers. By 


construction two of the 0;, say 0 and 6;, are of the form yo and ¥¢,, where » 


does not vanish at P. The expansion of 6) on any of the sheets H is therefore 
of the form ¢o(é, s)¥(é, s) with ¥(0, 0) ¥ 0, and every other 6; has an expansion 
do(é, 8)0,(£, s). Let us make the coérdinate corresponding to t@) the hyperplane 
at infinity. Then the cartesian coérdinates become 


x6; y9; 2,6; 6; 
(23.2) 100’ 0’ t09’ O° 

From what has just been said these coédrdinates all have holomorphic expansions 
in ¢, s, and hence the sheets H are transformed into sheets H’. Moreover, 
6;/% = ¢1/¢o has distinct values on the different sheets on P, and so no two of 


the H’ have the same center. 


24. Construction of a R.S. We shall now construct a pure R.S. for one of 
the transformed sheets H’. On H’ we still have 
(24.1) X=, Y = 8", 29 _ say (t) s™. 
tOo 
For each k not all aj,(€) = 0, and hence we can construct, as in Lemma 2, No. 
19, a rational function whose expansion has the form 


(24.2) Ri, = ems%(a, + ---) 

with a, # 0. Then 

(24.3) : R, = X-™ Ry = s™(a, + ---) 

is also a rational function. As n,m, 72, --- have no common factor we can find 
integers a, a, such that 

(24.4) | Yam tan = 1, 


Then R = Y* J] 4_, R&* has an expansion s(a+ --- ) witha # 0. 


25. Let us write R = $:/¢o, the ¢’s being polynomials, and let > 7-1 Ay Hj be the 
system obtained from dodo + Ard: by eliminating the fundamental points as in 
Nos, 21, 22, ¥o and y; being the particular polynomials that behave like ¢o and 
¢:0n H’. Then the system containing all the products of the coérdinates (23.1) 
by the polynomials y; is a pure R.S. for the set of branches whose centers are on 
H', as we shall now show. 
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In the first place, every branch B whose center (é°, s°) is on H’ lies in ’. 
For since ~, s cannot both be constant on B one of them is an algebraic function 
of the other, and so they can be expanded in integral (possibly negative) powers 
of a parameter o. Since small values of o give points of H’ near the center of B 
they must give values of (¢, s) near (£°, s°). Hence the expansions for §&, s can 
have no negative exponents and the constant terms must be £°, s°; that is, B 
lies in H’. 

From the way in which the polynomials were constructed it follows that the 
expansion of t@9 Yo on H’ is a factor of the corresponding pee of the other 
polynomials of the system. In particular we have 


loo = p, LOoyo = Ep, yoo = 8" p 


(25.1) 
Zoo = p Aox(€) sk ? lor = sp (é, 8) ’ E(0, 0) * 0 . 


These polynomials satisfy the conditions defining a R.S. of H’. 

(a) This condition is evidently satisfied by too for all (£°, s°) in a sufficiently 
small neighborhood of (0, 0). 

(b) We have, omitting the common factor p, (x — £t) Oo = — — £° 


tO [vi — s° E(é°, 8°) pol 
= s° Bz (£°, 8°) (£ — &) + [E(E°, 8°) + 8° Ei (E, 8%] (s — 89) + --- 


Our condition requires that E(£, s°) + s° E/(é°, s°) #0. This is true for 
(£°, s°) = (0, 0), and hence it is true in a neighborhood of (0, 0). 

(c) Different values of £, s give different points of H’ and hence different 
values of (x, y, 20). Hence we can find a linear form 1 = ax + By + yao + at 
which vanishes at one of the points and not at the other. Then J@oyo satisfies 
this condition. 

(d) This condition is satisfied vacuously since H’ is the only wedge under 
consideration. 


26. Return to V. For each of the sheets H’ we ‘can construct such a pure 
R.S. By Lemma 1 these can be combined to give a pure R.S. for the set of 
sheets. The transformation back to V satisfies all the requirements of Theorem 
5, and so gives us a pure R.S. for a neighborhood of P. 


IV. The Case of a Double Point of the Branch Curve 


The methods used in this part are essentially the same as in the last. Due 
to the more complicated situation, however, they are much more involved. 


27. The Parametrization. Let (0, 0) be an ordinary double point of 
C, the two branches not belonging to the same irreducible curve, and let 
X = g(x, y) = Oand Y = h(z, y) = 0 be the equations of the irreducible com- 
ponents of C which intersect at (0,0). Then 








H’ 
ion 
ers 
fB 
“an 
_B 


the 
ner 


f 


SINGULARITIES OF SURFACES 353 
ag ah __ ah ag 
Ox OY Ox dy 


at (0, 0) and so x, y can be expressed as power series in X, Y. The function 
z(X, Y) therefore has XY = 0 as its branch curve. 
As in No. 15 we obtain a branch B;: 


(27.1) Xeak, Fahne »y a;, (¢’) s'™, 


the only difference being that the a‘, are not necessarily holomorphic. How- 
ever, they may be made so in the following manner. Let ¢ describe a small 
circle about the origin in its plane. Then B; will be transformed into a branch 
B,’', which may or may not be the same as B;’._ In any case, since there are only 
a finite number of branches with centers at (¢’, 0), we must, after, say, p revolu- 
tions, come back to the branch By. Putting &’ = & we have for each value of 
ta distinct branch By, 


(27.2) X = #, Y = s’", z; = Da, (é) 3’. 


This does not mean that the a;, are holomorphic, for the series for z; are not 
unique and we may return, after a revolution of £, to a different representation. 
This representation must, however, be of the type 


2Qriyn;, 


(27.3) a=)>.a;,(e " si, 





1-2 
1 being a fixed integer less than n. If now we put s’ = sé ™“ we shall have 
a representation of B;. 


(27 .4) X = #, Y = &*-78", 2; = 2 au(§) s* 


where the a,;, are single valued. The equations (27.4) define a sheet H of V, 
but the parameters £, s do not make it a wedge, for with bounded £, s not all 
points of H can be obtained from (27.4). However, the parametrization has the 
important property that each general point of H determines unique values of 
the parameters; such a parametrization shall be said to be univalent. This 
property will be necessary later, but in order to separate the sheets on P, as was 
done in Nos. 18-23, it is superfluous. 


28. Separation of Sheets. To obtain a parametrization for the whole of 
H let us go back to equations (27.2) and (27.4). The holomorphic functions 
aix(§) are defined by the equations 


1\(n-7)n 
(8.1) a(t) = a/,(@) (ge) 
If, therefore, we put = £" then 
(28.2) a; n(Et) = an(ét) & 7" 
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are holomorphic functions of £, and so 


(28.3) X=?) Yes", 4 = 2 a;, (8%) 8 


is a parametrization of H, and because the expressions for X and Y each involve 
just one parameter, & and s’ are bounded on H. Let us return to the consider- 
ations of No. 19. Letting H, be the sheets on P we can write the expansion of 
zo on H, in the form 


(28 .4) 20(Ha) = Bakr; 


where now yu; and »; are both fractions. The reasoning of Lemma 2 is still 


valid in this case and the considerations of No. 20 still hold if we consider the 
1 1 7 


uv conjugate expansions obtained by replacing X“, Y” by their conjugate values 
in all possible combinations. 

The remainder of the argument, Nos. 21-23, can now be carried out as before 
and the sheets separated. Let H’ be one of the new sheets; it has a parametriza- 
tion like (27.4). 


29. Construction of Wedges. As we have remarked, the parametrization 
(27.4) is univalent but does not cover the whole sheet H’. The question then 
arises, can we cover H’ with a finite set of univalent parametrizations? In 
attempting to answer this question let us restrict ourselves to a particular type 
of parametrization, those for which the expansions of X and Y are uv, uéy' 
respectively, the exponents being non-negative integers. (27.4) is of this type. 
Let us see what conditions the exponents must satisfy in order that the para- 
metrization be univalent. 

On equating the expansions of X and Y in the parametrization under con- 
sideration to those in (27.4) we can solve for é, s in terms of wu, v, obtaining 

yen | B p—a(n—y) 8) p—@y(n—7) 
(29.1) & = urve, s= ui 7 pn 





To each value of (u, v) there corresponds a unique point of H’ and hence a unique 
value of (£, s). Consequently all the exponents in (29.1) must be integers. 
Hence p is a factor of a and a, say a = Xp, a} = dip. Also pn is a factor of 
Bp — a(n — y) = Bp — Xp(n — 7); i.e., nis a factor of 8 — An + Av and hence 
of 8+ dry. We have then B = un — dy, and similarly 8, = win — Ary. + Equa- 
tions (29.1) become 

(29.2) E=uo™M, gg = yr ya”, 

Qri 

If ) and uv had a common factor v greater than unity, (u, v) and (e ” u,v) would 


give the same value of (£, s) and hence the same point of H’. Therefore we must 
ur dr 


have (A, u) = 1. On solving (29.2) for v we obtain v = £ 4 s4, where 
A = wiA — Aw. By the same reasoning as above these exponents must be 
integers, and since \ and yw have no common factor, A must be +1. 
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Conversely, if A, u, 1, #1 are integers satisfying A = mA — Aw = +1, and 
such that a, B, a1, Bi, defined by a = Ap, B = wn — dv, etc., are non-negative, 
then they determine a univalent parametrization of H’. For let us substitute 
the values of and s from (29.2) into (27.4). We obtain 


xX = uy", Y= u, v1, 


25 = Laix(uv™) (usw M1)" | 


(29.3) 


These expansions will be a holomorphic parametrization of H’ provided the 
series for z; contain no negative powers of u or v. To see that this is so write 
the series in the form 


(n—y) nz nk nh 
n 
’ 


(29.4) Saa(wo') (wh) = (uo!) = Das. (urv™) (ufo) » 


the a;, being the functions appearing in (27.2). These are algebraic func- 
tions which are bounded in the neighborhood of zero and so can be expanded 
in positive fractional powers of the argument. Since X, Ai, 8, 6; are non-negative, 
no negative exponents can occur in the series. The parametrization is therefore 
holomorphic; it is obviously univalent, since a general point of H’ determines 
(é, s) uniquely, while from (29.2) we have 


A —xr —Ax —A(y—-dA) AA 
(20.5) wm OND gM, MN gD 


These conclusions can be stated in the following form. 

Lemma 3. If a, B, a, Bi are non-negative integers a necessary and sufficient 
condition that X = u%v™, Y = ufy*t define a univalent parametrization of H’ is that 
there exist integers X, w, Ax, wi Such that 


a=p, ma =p, B= un—drdy, fi =un— Ay, MA — Aw= 41. 


30. Lemma 4. IfaandB satisfy the conditions 


a=Ap>0, B=un—dvy2z0, (,z) = 1, 
then a, = up, Bi = wan — Ary can be chosen so that 
0 Sa <a, Bi > 0, mA —Aw=1. 
Since (A, «) = 1 we can find Aj, m, so that mA — Aw = 1,05%<A. Put 
% = dip, Bi = pin — yy; thenO S a < a. Also + — z = £f = 0, so that 
; 2 q and hence 


= nil“? a *\) ww) so. 
Bi = nr (2 x) = ny (“ “) m1 mh > 


31. This lemma enables us to construct a finite set of wedges which cover H’. 
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For let @ be * reduced to its lowest terms. Then a = dop, Bo = won — doy = 0) 
0 


satisfy the conditions of the lemma. Pence we can find a, 6; such that 
0 < a <a, and X = u%%v%!, Y = uw?! defines a univalent parametrization of 
H’. By applying the lemma to a, 6; we find a2, 6(0 S a2 < a) such that 
X = uf'vg?, Y = uv}? defines a new parametrization, and so on. Since a; 
continually decreases we must eventually obtain ana, = 0. It has been shown 
by Jung" (to whom the results of Nos. 29-31 are due) that the parameters may 
be allowed to vary in regions which are large enough to allow the resulting set 
of p wedges to cover H’. However, we shall not use this result. 


32. The Transformation. In order to construct a R.S. for H’ we shall 
apply to V a set of birational transformations T ;(j7 = 1, --- , p), each of which 
transforms one of our wedges into the neighborhood of a point. Let us first 
write down the form of 7’; and then see what its properties are. 


’=V%XeH, x’ = at’, y' =yl', z, = 2,t', 


. = i+ al 
b wae X8it8; 1 VY? a YS m, 


, M , M , M 
Zr29=2 , ry=Y; eras = Fi, 


/ M+-1 / M+1 , M-+1 
Zerg = % ’ 7e-1 = Y ’ Cori = Fi 


M is an integer which shall be determined later. 


33. To determine the fundamental points of 7; we must make the poly- 
nomials homogeneous by introducing powers of ¢. Hence if M + 1 is chosen 
as large as the degree of any of the polynomials, P will be the only possible 
fundamental point, for 2“*", y“*', zf* vanish only at P. 

T; transforms distinct points into distinct points. For let (2, y, zi, 4), 
(z, 9, 2:, ) be distinct points of V. If z, y, z; are not proportional to 2, %, 2; 
then the z, (hk = r — 2, --- , 3r — 3) will not be proportional to the Z,, and 
the transformed pcints will be distinct. In any other case we may take x = Z, 
y= 9,2; = 2;,i #7t. One of z, y, z; must be different from zero, say it is z. 
Then 


7 a 
Zr 2,9 


fo = 8, 


ey 
~or—2 


; 
x 


Sone 
and the transformed points are again distinct. 
34. Consider the effect of T; on a branch B on P, 
(34.1) X =ao?+..., Y = bot + ..., Zi =cyo"i' +... 


From No. 1 it follows that those coérdinates of the center of the transformed 
branch B’ will be zero which are of higher order on B than another of the co- 





1H. W. E. Jung, loc. cit., pp. 295-305. 








hall 
nich 
first 


oly- 
sen 
ible 


) t), 


med 
co- 


SINGULARITIES OF SURFACES 357 


ordinates. Let us therefore compare the orders of the coérdinates on B. z, y, 
and z; all have orders greater than zero, and so the orders of 2’ y’, and z, are 
greater than that of r. Similarly, the orders of 23,5, 23,-1) 2s, 4; are greater 
than those of z,_», 2-1) z,,;. We wish to show that M can be chosen so that, 
whatever branch B we take, the orders of Sas ne 4; are greater than the 
order of at least one of X’, Y’. For z,_, and z,_, this is trivial; we merely take 


M > a; + aj, Bj + Bj. We have still to prove that there exists an M such 
that Mr; > min [p(8; + B;-1), g(a; + a;-1)], that is, that min (?, 2); is bounded. 


v ‘% 
Now the expansions (34.1) satisfy identically the equations (27.2) written in the 
nk 


form 2; = saa\X? ?}Y~. The lowest power of o on the left hand side is r;; 
the lowest on the right is at least min(?, ‘). As these terms must cancel, we 


r; = min @: t) ; 
pn 
from which it follows that 


min @: 1) = max (n, p). 


mr 1% 


have 


35. By this choice of M, then, we insure that Oe en nm are ‘zero at the 
centers of all B’, transforms of B. The only possible non-zero codrdinates are 
then X’, Y’, t’. The orders of these on B are respectively 


p(B; + Bi-1), Wa; + aj), Ga; + pBj-1. 


The position of the center of B’ will depend on the relative magnitudes of these. 
There are five possible situations. 


aj; 
“ep > a 
Going back to the manner of constructing the a;, 8; in No. 37, we have 
B31 — aj1B; = Ajp(usan — Aj-1y) — Aj-ap(um — diy) 
= (Ajuj-1 — wjAj-1) pn 
= —pn < 0. 


Hence = oi 7 . It follows that 


j-1 f 
(aj + aj1) < p(B; + Bi-), qa; + PBi-, 
so that X’ = 0, Y’ ¥ 0, and ?¢’ = O at the center P” of B’. 
(b). F ae HS 
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Here we get, as above, 


g(a; + aja) = qa; + pBi-a < p(B; + Bj-1), 
so that X’ = . Y’ ~ 0, and t’ ¥ Oat P’. 
Oj 
ie > 
(c i). Bj-1 5," 
We find that 
ga; + pBya < g(a; + aj-1), p(B; + Bj), 
so that X’ = 0, Y’ = 0, and?’ ¥ Oat P’. 
(d,). 2 
q 


Here 


a 


qa; +. pBsa = p(B; + Bin) < g(a; + aj), 
so that X’ ~ 0, Y’ = 0, and?’ ¥ Oat P’. 


Finally, 
P(B; + Bin) < qa; + pBi-, Ya; + aj-1), 


so that X’ ~ 0, Y’ = 0, and?’ = Oat P’. 

We note the following facts: (1). The transforms of branches of each of types 
(a;), (c;), and (e;) have their centers at a point, while for each of types (b;) and 
(d;) the centers lie along a line; (2). (a;4:) contains (a;), (b;), and (c;); (bj4:) = 
(d;); and (c;41), (dj41), and (e;+1) are contained in (e;); (3). There are no branches 
of types (a1), (b1), (dp), or (e,). 


36. Construction of R.S. In the process of building up a R.S. for H' we 
shall be specially interested in the branches of types (b;) and (c;). Let us con- 
sider first those of type (b;). We shall show that if P’ is the center of the trans- 
form of such a branch the reasoning of Part III can be applied to obtain a pure 
R.S. for a neighborhood of P’. We shall do this by showing that the codrdinates 
of points in the neighborhood of P’ can be expressed parametrically in a manner 
similar to equations (15.1). 

Since ¢’ ~ 0 at P’ we may make ¢ = 0 the hyperplane at infinity. 7’; has 
then the non-homogeneous form 

aj—| 
(36.1) a’ =2, y=y, 2=%, sree Y" = Sa ete 
Let us substitute for X, Y, z; their expressions in terms of u;, v; (for convenience 
we shall use wu, v instead of u;,v;). In particular, we get 


(36. 2) Xi=wv, Y=; 6 = Bjoja — a8ju. 
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At P’ we have X’ = 0, Y’ = v} ¥ 0. The question then arises, can we find a 
neighborhood of (0, %) in the uv-plane in which the expansions for z; con- 
verge? To answer this we must return to our original parametrization (27.4). 
The a;,(£) are holomorphic in a neighborhood of — = 0, say for| |< N. From 
the argument of No. 15, which applies here without change, the series for z; 
converges for | &*-%s"| < M. By substituting for é, s their values in terms of 
u, v (29.5) these inequalities become 
(36.3) | w8i-ty8i | < M, | u*i-ly 7] < N. 

Hence (0, vo) is in the region of convergence. 

In the corresponding neighborhood of P’ the coérdinates will then be bounded 
single-valued functions of u,v. Setting v’ = v° — v), vis a holomorphic function 
of v’ in this neighborhood. Hence all the coérdinates are holomorphic functions 
of u, v’, with 


(36.4) XxX’ = u, Y’ —v =Y’. 

Each of the 6 conjugate values of vp may determine a different parametrization 
and hence a different sheet on P’. Let Z’ be a linear combination of the co- 
ordinates with constant coefficients. For each value of (X’, Y’) we have, in 
general, 6? values of (u, v), and hence 6? points on V’, since the parametrization 
is univalent. Suppose that Z’ had the same value at two of these points; then 
the constants defining Z’ would have to satisfy an equation, since at least one 
of the codrdinates has different values at the two points. By taking all possible 
pairs of points we get 467(6? — 1) equations. If the constants are chosen to 
satisfy none of these the values of X’, Y’, Z’ will determine uniquely the points 
of V’ in the neighborhood of P’. Now using X’, Y’, Z’ instead of X, Y, zo 
(No. 15) we can carry through the argument of Part III and obtain a pure B.S. 
for a neighborhood of P’. 


37. Now let P’ be the center of the transforms of the branches of type (c;). 
We again have equations (36.2), and this time, since we are interested in the 
neighborhood of (u, v) = (0, 0), they define a unique sheet on P’. Since the 
expansions of X’ and Y’ contain only u and v respectively we can obtain every 
point of the sheet from bounded values of u and »; i.e., the sheet is a wedge. 
We propose to construct a R.S. for this wedge. 

The construction of the R.S. in Part III was made to depend upon a rational 
function whose expansion on the sheet was sE(é, s), E(0, 0) = 0; we already had 
one whose expansion was £E(é, s), namely X. We shall endeavor to make a 
similar construction here. 

Let us introduce Z’ as in No. 36, its expansion being 


(37.1) Z’ = > a,ur®, v%, 


k=1 
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a a 1 es ; ; 
aX? = ae and oY ay’ = v oy transform rational functions of 


X’, Y’, Z’ into rational functions. As in Lemma 2, No. 19, we can construct 
rational functions R;, whose expansions are u?*v%E(u, v). As X’ and Y’ have 
expansions of the form wu’ and v’ respectively, it is convenient to include 6, 0 and 
0, 6 among the pairs p:, qx, say for k = 1 and 2 respectively. If we can find 
integers ox(k = 1, --- , N) such that 


The operators 6X’ 


k=1 


N N 
(37.2) > onp,r = 1, rt ong. = 0, 
k=1 
then the expansion of []*_,R¢* will be u#(u, v) as desired. 


38. We wish to show, then, that there exists an N such that equations (37.2) 
have a solution. Suppose this were not true. Then for any N, > }_,0.q; = 0 
must imply }o%_,0.p, =r #1. Let rj, (j = 1, --- , M) be a set of suchr’s 
obtained for a fixed N; say, 


N N 
(38.1) ry = Do one, De oKnG = 0. 
t= k=1 


Then the 7; must have a highest common factor m > 1, for otherwise we could 
find integers 7; such that ea Ti; = 1, and then Dh T;0 jk = 0, would bea 
solution of (37.2). Therefore >>}_, 0.qx = 0 implies }°%_,oxp, = 0, mod m. 

Now as JN increases, m cannot increase. For if N’ > N then every 2 “1 onde 
is also a ia o.qx, and if all the latter sums are = 0, mod m’, so also are the 
former. It follows that there exists a prime g such that }>¥_, oxqx = 0 implies 
pr oxpxr = 0, mod gq, for any N. The integers g;, (k = 1, 2, -:-) can have 
no common factor greater than one, for if m were such a common factor the n 
values of v which gave the same value of v" would give the same values of 
X’, Y’, Z’, and hence the same point of V’, contradicting the univalence of the 
u, v parametrization. There exists then a gq; which is prime to q, say qi. Put 
Ok = Wy Ti = —Yk. Then ork + o71Gi = 0 and hence 


oKPe + opi = Qipe — Qepi = O, mod g. 
Since q: is prime to q this can be written in the form 
Pi = (piqi")qx, mod g. 


As k is quite independent of 1, this equation tells us that there exist integers 
r, Ti, 2, +++ such that 


(38 . 2) Pr = TEx + 1xq, 


for allk. Let us put uw = u%,v, = wv. Then the expansions of X’, Y’, and Z’ 
become 


(38.3) X’ = uj}, Y’=viui!, Z’ = Daus*vt*, 
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and the q values of u which give the same u; give the same point of V’, contra- 
dicting the univalency. 

This contradiction assures us of the existence of solutions of (37.2) and hence 
of the existence of a rational function with the expansion uE(u,v). In the same 
manner we can find one with the expansion vE(u, v). These functions can now 
be written in the form or ~ 

go $0 
system dodo + Ard + Aege and reasoning as in No. 35 we can build up a pure 
RS. for the sheet. 


the ¢’s being polynomials. Starting with the 


39. Combination of R.S. Let us now consider the entire set of branches 
with centers in N(P). We propose to build up, by induction, a R.S. for this set. 
To start the induction consider the transformation 7;. As we have seen 
(No. 35) there are no branches (a;) or (b:). Those of type (c:) inelude all the 


branches on P with ; > 3? and the transforms of these all have their centers at 
1 


t'=1,X’= Y’ =0. The branches on which X = 0, which were not previously 
considered, also have the centers of their transforms at this point. By, Nos. 
37, 38 this set of transformed branches lies in a sheet for which there exists 
a pure RS. 

On T;V the centers of the transforms of the branches of types (a;), (6;), and 
(c;) have their centers at the points of the Y’t’-axis. Let us assume that these 
branches are contained in a set of neighborhoods for which there exists a R.S 
having no fundamental points off the Y’t’-axis; we have just seen that this 
condition is satisfied if 7 = 1. We wish to consider the effect on this R.S. of 
passing to 7';,1V by means of the transformation 7 ;,:77;'. Since Tj, has no 
fundamental curves, the only such curves 7 ;,:7;' can have are those of 7’;’, 
namely the X’t’- and Y’t’-axes which are transformed into P. Along the first 
of these lie the transforms of the (d;) branches. Since (d;) = (6j4:) (No. 35), 
this line is transformed into a line. Along the second line are the transforms 
of the (b;) branches. These are contained in the (a;,1), the centers of whose 
transforms are at a point on 7';,:V, and so this line is a fundamental curve of 
TiT;'. 

We have now to show that under 7;4:7;' each point of a suitable neighbor- 
hood of the Y’t’-axis has a unique transform. Since 7; transforms distinct 
points into distinct points (No. 33) this is true for the transformation T7;’. 
Now T;,; also has this property for all points of V except P. Consequently 
the only points of 7 ;V where T j41T;' may not behave properly are those arising 
from P, namely the X’t/- and Y’t’-axes. The second of these is transformed 
into a single point, while the first, with the exception of the point Y’ = ¢’ = 0, is 
transformed point for point into a line of 7;::V. Hence there exists a neighbor- 
hood of the Y’t/-axis which satisfies the conditions of Theorem 5, No. 10. In this 
manner we obtain for the neighborhood of the point X’ = t’ = 0 on TjuiV a 
R.S. having this point as its only fundamental point. At the remaining points 
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of the Y’t’-axis (on 7';,:V), the centers of the transforms of types (b;,;) and 
(c;41), we can use the methods of Nos. 36-38 to construct pure R.S. Then by 
applying the reasoning of Theorem 4, No. 10, we can cover this line with a set 
of wedges and find for them a R.S. having no fundamental points except at 
¢ = 0. 

The induction is therefore complete. If we define 7,4: to be the identity 
transformation, 7',4:7",' still has only the Y’t’-axis as a fundamental line since 
there are no branches of types (dp) and (ey). Hence this transformation brings 
us back to V with a R.S. for H’. The argument of No. 26 may now be applied 
to obtain a R.S. for H. 


V. The General Case 


By means of a sequence of transformations which behave in the zy-plane like 
quadratic Cremona transformations we shall decompose the general singularity 
of the branch curve into the types already considered. 


40. The Transformation. Let (0, 0) be a point of arbitrary multiplicity 
on C. We wish to simplify this singularity by applying transformations of a 
certain type. Let us write down the transformation and then discuss its 
properties. 


/ 
zon S, y = yl, S; = saf**, = at’, 
fe / bes N / ae N , at N 
T: Z,-2 = Xt, 21, = yt, Zr+i = Zl, 
é on gilt e —" , N+1 
Zep-g = 2Nt, Zep) = yX*, ferti = 21 - 


As in No. 33 we find that P is the only fundamental point of 7’, and that distinct 
points are transformed into distinct points. Let B, 


(40.1) 42=ao?+.-.-., y = bot +.---, Zi = Cpe oe, 


be a branch on P. The orders on B of the polynomials defining T' are respec- 
tively 2p, ¢, p + ri, p, Np, Na, Nri, (N + Ip, (N + Ia, (N + I)ri. The 
least of these must be either p, g, or one of the Nr;. We shall show that N may 
be chosen large enough to exclude the last possibility. z; is an algebraic func- 
tion of x, y satisfying an equation f;(x, y,z:) = 0. If f:(0, 0, z:) vanished iden- 
tically the function z;(z, y) would not satisfy condition (A) of No. 14. Hence 
f; must contain a term of the form cz”; let n; be the least such n. Then on 
substituting from (40.1) in f(z, y, z:) = 0 we get 


(40.2) —ccfi ori +... = O(aoP? 4+ ..-, bot + --- ct +--+), 


#(x, y, 2:) being the polynomial f;(z, y, z;) — cz". Each term of & either con- 
tains a factor z or y, or is of the form c’z? with n > n;. Hence we must have 
nr; 2 min(p, g), and N = 1 + max(n,) insures that Nr; > min(p, 9). 

It follows that the only coérdinates which are not zero on the center of B’, 
the transform of B, are y’ and t’. That is, all the branches B’ arising from P 
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. . 7 

have their centers on the line x’ = 2; 
this line L’ and a point of it P’. 


41. Combination of R.S. Suppose that each P’ has a neighborhood for 
which there exists a R.S. of the type described in Theorem 4, No. 10. Then 
as in this theorem we can construct for a neighborhood of L’ a R.S. having 
fundamental points only on L’. In this neighborhood 7'— satisfies the con- 
ditions of Theorem 5, and so the transform of the R.S. onto V will give us for a 
neighborhood of P a R.S. having P for its only fundamental point. 


42. Let us now see what we can do towards proving our assumption. Sup- 
pose first that t’ = Oat P’. Then y’ ¥ 0, and we can make y’ = 0 the hyper- 
plane at infinity in a set of cartesian coérdinates. In these codrdinates T 
becomes 


(42.1) = a/y, 


The branches on P’ are therefore the transforms of those branches on P on 
which t’/ = z/y is of order greater than zero. Hence all the codrdinates are of 
order greater than zero, and so are bounded single-valued functions of 2’, t’, z’/— 
since 


/ 
z’ =z, 2; = t’z;, ete. 


oe 


, 
x’ Zo 


t=>, YR eT 


$I 


~ 


t 


—with z, an algebraic function of 2’, t’. That is, the neighborhood of P’ satis- 
fies the conditions (A) and (B) of No. 14. 
The branch curve of the function 


x z’ zx’ 
zo (2’, t’) = 7 (x, y) = t’ 2 (5 =.) , 


is determined by those values of z’, t’ for which two or more determinations 
coincide. Let B’, 


i 2) 
z’ = ys a,o™ , 
k=1 


(42.2) t’ = o”™ ; 


be a branch of this curve on P’. Then two determinations of 
Zo(2 a, o™—™ , [ ay o™—2™) 

coincide, i.e., 

(42.3) f= Daom™™, = =y = Fa,orm™ 


isa branch B of C. B must have its center at P, since only such branches can 
give rise to branches with centers on L’, and therefore 2m < m. The order of 
«on B is thus greater than that of y; this means that B is tangent to the y-axis. 
Now there are only a finite number of branches of C on P, and by properly 


= 0(j = 0, --- , 3r — 8). Let us call 
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orienting the y-axis we may insure that it is not tangent to any of these. Then 


“no such branch as B’ can exist. The only other branches on P’ are the two on 


which ¢/ = 0 and x’ = Orespectively. The first of these is the transform of the 
y-axis and so cannot be a branch curve. The second, however, is the funda- 
mental curve of 7’-! which arises from P, and this may be a branch curve of 
z,(2’, t’). We can now apply the reasoning of Part III to construct a pure RS. 
for a neighborhood of P’. 


43. Next suppose that ¢t/ ~ 0 at P’. Making ?’ = 0 the hyperplane at in- 
finity and following the reasoning of No. 42, we find that the codrdinates are 
bounded single-valued functions of 2’, y’, zo, and that the branch curve of 
z,(x’, y’), in addition to x’ = 0, is the transform of C by the transformation 
x’ =2,y' =y/x. Atall buta finite number of points P’ there will be no branches 
arising from C; hence a pure R.S. for a neighborhood of such a point can be 
constructed as in Part III. At some of the remaining points there may be an 
ordinary double point, in which case a R.S. can be constructed by Part IV. 
At each of the other points we can apply a transformation similar to 7 and then 
repeat the previous reasoning. If we can show that this process comes to an end, 
that is, that after a finite number of transformations we obtain nothing but 
double points, our argument will be concluded. 


44. Reduction of the Singularity. As we have remarked, 7 operates on 
the branches of C like a plane quadratic transformation. It is well known 
that any singularity of a plane curve can be reduced by a succession of such 
transformations: The present case is slightly more difficult, since each applica-. 
tion of 7 introduces a new curve which is to be added to C. However, this 
additional feature is easily taken care of. 

Let B be a branch of C on P. Its expansion may be written, 


(44.1) t= OR, Y= > ay ok ; 
k=1 
where, because of the restriction on the y-axis, n, =n. This branch is trans- 
formed into 
(44.2) z’ =o", y = Laz,o%—" = Tazo" k. 


If nm, = n the origin must be shifted to (0, a:) before making the next trans- 
formation. We may assume that this has been done; then n, > 0. If ny =n 
we transform again by x” = 2’, y” = y’/z', and so on. Ultimately we must 
obtain n{’? <n. Then after interchanging the z- and y-axes and introducing 
a new parameter, our branch has the expansion, 


(44.3) et) = 7m, y =Db™, 


with m < n. Hence after a finite number of steps we shall obtain a linear 
branch. In each step we introduce a new branch of the branch curve, but these 
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are all linear, and from the nature of the transformation linear branches remain 
linear. We may assume, therefore, that all our branches are linear. 
Let B, be linear branches on P with expansions, 


(44.4) T= 0d, Yr, = : Ay. o* . 


:=4] 


. , 
The transforms of these are B,, 


oe 
, , : 
(44.5) x, =o, Yr — On = > Gn, r41 O* , 
k=1 
and the new curve x’ = 0 is introduced. The branches of this curve are all of 
the type 
x’ = 0, y —-a=oe, 


and so they are not tangent to any B,. If B, and B, are not tangent, that is, 
if da # an, then B, and B; have different centers; if Bi, say, is not tangent to 
any other B, the center of B; will be an ordinary double point of the branch 
curve and will require no further transformation. In particular, the additional 
branch introduced by each transformation is removed in this manner by the 
next transformation. Finally, any two branches B,, B; are eventually separated 
by a finite sequence of transformations; in particular, if k is the least integer 
for which an, # aix, they are separated by k transformations. 


Princeton, N. J. 
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A DETERMINATION OF ALL CYCLOTOMIC QUINTIC FIELDS 


By Rates Hou! 






(Received November 13, 1933; Revised October 1, 1934) 


Introduction. Weber? has given an exposition of a method for finding all 
cyclotomic fields of a given degree and group. Every such field is generated 
by a certain period of the primitive m* roots of unity for some m. The prob- 
lem of finding all cyclotomic fields of a given type thus involves the determina- 
tion of aJl suitable values of m and then, for a fixed m, all periods n which generate 
distinct fields R(n) of the required type, where RF is the field of all rational 
numbers. In the case of cyclotomic cubic fields Weber gives a further special 
discussion which yields the coefficients of the equations satisfied by the periods 
n in terms of x and y in an integral representation of the corresponding value of 
m by the binary quadratic form x? + 27y?. The purpose of this paper is to ob- 
tain the corresponding results for the quintic case. These are stated in Theorem 
3. We first state Theorems 1 and 2 which are obtained at once from Weber’s 
general discussion.* 

THEOREM 1. Every cyclotomic quintic field is generated by a period of the 
primitive m™ roots of unity with an m of the form m = qi --+ G(u 2 1) where the 
qi(i = 1, --- , w) are distinct and have any values in the set of integers consisting 
of the integer 25 and all primes of the form 5h + 1. 

For m and g; as in Theorem 1 let g; be a primitive root modulo q;(z = 1, --- ,u) 
such that g; = 1 (mod q;) (j #7). Then the ¢(m) integers n given by 


(1) n=|[ gti(modm), O05; < oq), 
ii 


are representatives of the ¢(m) classes of the group N of residt: classes of inte- 
gers prime to m. 

THEOREM 2. Let r denote a primitive m* root of unity with m as in Theorem 1. 
There is a one-to-one correspondence between primary* sub-groups A of N and 





1 National Research Fellow. 

* Weber: Lehrbuch der Algebra, 2nd Ed., Vol. II, *# 9-28. 

’ Theorem 1 follows from #23 (loc. cit.) and Theorem 2 is obtained in exactly the same 
way that Weber obtains the corresponding results in the cubic case ( #25, loc. cit.). 

‘ A primary sub-group of N is a sub-group which does not contain any of the sub-groups 
Ni, --- , N, of N corresponding to m/q:, --- , m/q,, respectively, each of these integers 
being itself a suitable value for m if 1 > 1 (Weber, #20). In the terminology of the class- 
field theory, it follows from Theorem 1 that the conductor of every cyclotomic quintic field 
(i.e. Abelian field of degree 5 over R) is of the form mpo, where m is as in the Theorem and 
Pe is the single infinite prime spot of R. The effect of considering primary sub-groups A 
of N is essentially to restrict attention to quintic fields of which mp is actually the con- 
ductor and not merely a defining modul. 
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quintic sub-fields of R(r) which are not sub-fields of R(r’) for an m’ <m. To each 
such A there corresponds a set of integers €:, --- , &, each having one of the values 
1, 2, 3, 4, such that the integers a® defined by 


@ = TT gts” 
(2) a® = |] gf: 


$=] 


(mod m) , 


range over the classes of the co-set A® of A in N when the sets of integers 
aft... sa? 
are determined in all possible ways to satisfy 


« 2 ea!) = j (mod 5), 


0 Sal!” < 9(@) 
(= 1, eee »b 73 = 0, eee , 4). 
The field corresponding to A is generated by each of the 5 conjugate periods defined by 


(i) j 
(4) UF ant ’ j3=0,---,4. 
a‘? 


Fields corresponding to distinct m and m’, or to distinct A and A’ for a given m, 
are distinct. 

Since the primary sub-group A of N corresponding to a given set (€1, --- , €) 
is determined by the congruence >, ea; = 0 (mod 5), it is clear that exactly 4 
distinct sets (€1, --- , &,) correspond to the same A and merely yield different 
orderings of the co-sets A®, --- , A® of Ain N. Thus for each m of the form 
prescribed there exactly 4*—! distinct cyclotomic quintic fields. 

In order to obtain uniformity in the discussion, and a reduced equation for 
each field, we shall consider the quantities §;(j = 0, --- , 4) defined by 


&; = 5n; — 1 if m ¥ 0 (mod 25) and uz is even, 
(5) §; = 5n; + 1 if m # 0 (mod 25) and uz is odd, 
£; = 5n; if m = 0 (mod 25). 


Then in all cases, - §; = 0, and evidently R(é) = R(n). 

For an m as in Thacéens 1, let (x, y, z, w) be an integral solution of 
(6) a? + Q5y? + 252? + 125w? = 16m, 
together. Define 


y+ye—2= cu, 


cs = 5[(x? — 125w*)/4 — mlm 
Cs = [(23 — 625wyz)/8 — xm|m. 


Cf = 10m, C3 = 5am, 


(7) 


For fixed m(z, y, z, w) we shall denote by R(m; x, y, z, w) the field generated by 
& root of 
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A DETERMINATION OF ALL CYCLOTOMIC QUINTIC FIELDS 


By Rautpx Hout} 
(Received November 13, 1933; Revised October 1, 1934) 


Introduction. Weber? has given an exposition of a method for finding all 
cyclotomic fields of a given degree and group. Every such field is generated 
by a certain period of the primitive m roots of unity for some m. The prob- 
lem of finding all cyclotomic fields of a given type thus involves the determina- 
tion of all suitable values of m and then, for a fixed m, all periods 7 which generate 


‘distinct fields R(n) of the required type, where FR is the field of all rational 


numbers. In the case of cyclotomic cubic fields Weber gives a further special 
discussion which yields the coefficients of the equations satisfied by the periods 
n in terms of x and y in an integral representation of the corresponding value of 
m by the binary quadratic form x? + 27y*. The purpose of this paper is to ob- 
tain the corresponding results for the quintic case. These are stated in Theorem 
3. We first state Theorems 1 and 2 which are obtained at once from Weber’s 
general discussion.* 

THEOREM 1. Every cyclotomic quintic field is generated by a period of the 
primitive m* roots of unity with an m of the form m = qi --+ Q(u 2 1) where the 
qi(i = 1, --- , w) are distinct and have any values in the set of integers consisting 
of the integer 25 and all primes of the form 5h + 1. 

For m and qg; as in Theorem 1 let g; be a primitive root modulo q;(7 = 1, --- ,x) 
such that g; = 1 (mod q;) (j #7). Then the ¢(m) integers n given by 


(1) n=[[ gii(modm), 055; < oq), 
i=i 


are representatives of the ¢(m) classes of the group N of residue classes of inte- 
gers prime to m. 

THEOREM 2. Let r denote a primitive m“ root of unity with m as in Theorem |. 
There is a one-to-one correspondence between primary* sub-groups A of N and 





1 National Research Fellow. 

* Weber: Lehrbuch der Algebra, 2nd Ed., Vol. II, *# 9-28. 

’ Theorem 1 follows from #23 (loc. cit.) and Theorem 2 is obtained in exactly the same 
way that Weber obtains the corresponding results in the cubic case ( # 25, loc. cit.). 

‘ A primary sub-group of N is a sub-group which does not contain any of the sub-groups 
Ni, -:: , N, of N corresponding to m/q:, --- , m/q,, respectively, each of these integers 
being itself a suitable value for m if u > 1 (Weber, #20). In the terminology of the class- 
field theory, it follows from Theorem 1 that the conductor of every cyclotomic quintic field 
(i.e. Abelian field of degree 5 over R) is of the form mpo, where m is as in the Theorem and 
Po is the single infinite prime spot of R. The effect of considering primary sub-groups A 
of N is essentially to restrict attention to quintic fields of which mpw is actually the con- 
ductor and not merely a defining modul. 
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quintic sub-fields of R(r) which are not sub-fields of R(r’) for an m’ <m. To each 
such A there corresponds a set of integers €:, +--+ , &, each having one of the values 
1, 2,3, 4, such that the integers a® defined by 


(3) 
(2) a) = II gt* (mod m) , 
i=1 
range over the classes of the co-set A® of A in N when the sets of integers 
a), see, 3 al}? 
are determined in all possible ways to satisfy 
# . : 
e > ea? =j(mod5), 0K a‘) < $(q,) 
3 i=1 
(j= 1,--- ,w3;j=0,---,4). 
The field corresponding to A is generated by each of the 5 conjugate periods defined by 
(a) 


(4) u= 20 ? j=0,---,4. 
a‘? 


Fields corresponding to distinct m and m’, or to distinct A and A’ for a given m, 
are distinct. 

Since the primary sub-group A of N corresponding to a given set (€:, --- , €) 
is determined by the congruence >, e,a; = 0 (mod 5), it is clear that exactly 4 
distinct sets (€1, --- , &,) correspond to the same A and merely yield different 
orderings of the co-sets A®, --- , A® of Ain N. Thus for each m of the form 
prescribed there exactly 4*—! distinct cyclotomic quintic fields. 

In order to obtain uniformity in the discussion, and a reduced equation for 
each field, we shall consider the quantities £;(j = 0, --- , 4) defined by 


£; = 5n; — 1 if m ¥ 0 (mod 25) and uw is even, 
(5) £; = 5n; + 1 if m ¥ 0 (mod 25) and uy is odd, 
£; = 5n; if m = 0 (mod 25). 


Then in all cases, > &; = 0, and evidently R(é) = R(n). 

For an m as in Thesiies 1, let (x, y, 2, w) be an integral solution of 
(6) a? + 25y? + 2522 4+ 125w? = 16m, y? + yz2—-2= 2, 
together. Define 
Ce = 10m, Cc; = 5am, cs = 5[(a? — 125w*)/4 — mlm 

Cs = [(a? — 625wyz)/8 — xm|m. 


(7) 


For fixed m(z, y, z, w) we shall denote by R(m; z, y, z, w) the field generated by 
& root of 
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(8) t® — cot? — csl? — ct —C5 = O, 


and prove 
TueoreM 3. Every cyclotomic quintic field is an R(m; x, y, z, w). Further, 
. > ar { ; ae , 
Rim’; x’, y’, 2’, w’) = R(m; x, y, 2, w) of and only if m’ = m and (2’, y’, 2’, w’) 
is one of the 8 solutions 


9) (+2, ty, +2, +0), (42, Fz, ty, Fw), 

(+2, +2, Fy, Fw), (42, Fy, Fz, tw) 

of (6) related to (x, y, z, w). For every m there are exactly 4" distinct fields. 
The proof of Theorem 3 requires first a discussion of the special cases m = 25 

and m = p, a prime of the form 5h + 1. The proof for the general case is then 

obtained by the determination of the Lagrange resolvents of the cyclic equation 

sought from those of the cyclic equations corresponding to the q’s which divide m. 


1. Special Cases. We give here certain results, obtained by the writer in 
his Chicago Dissertation,’ concerning the periods of the primitive p* roots of 
unity for a prime = 1 (mod 5), and calculate the Lagrange resolvents of (8) in 
this case. Similar computations are made for the case m = 25. 

From Theorems 20 and 21 of the dissertation we obtain at once 

THEOREM 4. For m = p, a prime = 1 (mod 5), equations (6) have exactly 8 
distinct solutions in integers, all related as in (9). If (x, y, 2, w) is any one of the 
four solutions for which x = 1 (mod 5), then &, --- , &4, defined in terms of the 
5 periods yo, --- , ns of the primitive p** roots of unity by (5), satisfy (8). For 
the remaining four solutions of (6) the roots of (8) are —&, --- , —&. 

By this theorem together with Theorem 2 and remarks following it, it is clear 
that the single quintic field related to m = p is R(p; 2, y, 2, w). 

Consider a fixed prime p = 1 (mod 5). Let p denote a fixed primitive 5" 
root of unity. The Lagrange resolvents® of (8), for m = p, are defined by 


4 4 
(10) a= (0) = Do pt = 5D ptm (= 1,---, 4). 


The properties of the 6, are discussed at length by Weber (loc. cit.). For exam- 
ple, we have 


at : 
6; = 5, vi(p), v1(p) = > gnc — 3 ak G+). 
t=] 
where the indices are to be taken with respect to a primitive root g modulo p, 
such that ind,(s) = j (mod 5) when 7’ is in the period y;. | We indicate a method 
for computing ¥:(p) and similar expressions, in terms of a solution of (6) with 





> Hull: “The Numbers of Solutions of Congruences Involving only k** Powers,’’ Trans. 
Am. Math. Soc., Vol. 34 (1932), pp. 908-937. 
° See Weber’s Algebra, Vol. 1, ¥#171, 177, 178. 
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m = p. Consider the number of integers ¢ which satisfy 
ind,(t) — 2ind,(é + 1) = k(mod 5), 1 St S p — 2, 
fora fixed k = 0,1, 2,30r4. This is easily verified to be equal to 
Ko,—sx + Kijs—sz + Kor—se + Kasse + Ka_3:, 


where K;,; denotes the number of integers ¢ in the set 1, --- , p — 2 such that 
ind,(t) = 7, ind,(¢ + 1) = 7 (mod 5). The quantities K; ; may be expressed, 
by a straightforward but somewhat lengthy computation, in terms of a solution 
of (6), by the use of Theorem 13, and Theorem 20 with its corollary, of the dis- 
sertation. The results of the computations needed here are listed in (11) and 
(12) below. Let 
f= 1+ 2p? + 2p, fi = 1+2p + 2p%,  f2 = 1+ 2p + 2p’. 
Then 
, 459° = 55? bo, 459%. = 5553 5364, 
(11 ' 
459° = 556,653, 4505 = 555,5363, 


where 
6164 = 6263 = 16p, 
by: = x —$1(2y + 2) + S2(y — 2z) — Sfu, 


and 43, 63, 6; are obtained from 6, by the substitution of p?, p* and p* for p, re- 
spectively. We note here also that 6., 6; and 6, may be obtained from 6; by hold- 
ing p fixed and substituting certain of the solutions (9) related to (z, y, z, w). 


4 
It is seen that (10), (11), and (12) together with }> £; = 0, yield the solution in 
j7=0 


(12) 


radicals of (8) for m = p. 
We proceed to the special case: m = 25. Direct computation of the equation 
satisfied by &, --- , & in this case gives 


(13) & — 10-5%3 + 5.5%? + 10-54¢ + 5° = O. 


It is readily verified that (—5, 1, 3, 1) satisfies (6) with m = 25, that the only 
solutions of (6) are the associates (9) of this solution, and that (8) becomes (13) 
when this solution is employed in (7). Since the roots of an equation are deter- 
mined by its coefficients and conversely, it is clear that there exists a solution 
(x, y, z, w) of (6) such that (11) and (12) hold when the @, are defined as in (10) 
for this case. The single quintic field may be denoted in this case also by 
R(25; x, y, 2, w). 

For use in the general case we summarize the results of this section in 

TuroreM 5. Letqbeasin Theorem2. Then for the special case » = 1,m = q, 
there is a single cyclotomic quintic field, namely R(q; x, y, 2, w), where further, 
(«, y, 2, w) satisfies (11) and (12) for an arbitrary primitive 5% root of unity p. 
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2. The General Case. We consider now the case of the general m of 
Theorem 1. Throughout this section m is fixed and r and p are fixed primitive 
m* and 5* roots of unity, respectively. 

Let (a, --- , €,) be a fixed set of integers as in Theorem 2, and let A be the 
corresponding primary sub-group of N. Denote by mo, --- , m the conjugate 
periods of the m** roots of unity corresponding to A and its co-sets in N, and 
hence to the set (a, --- , €,). There exist primitive q;"" roots of unity r,(i = 1, 


rg h) 
such that 
(14) r=re+s Ty 


Let gi, s; and n be as in (1). The periods of the q;** roots of unity will be 
denoted by n{'), --- , n{. We define é;, &") by (5). A solution of (6) for 
m = q; will be denoted by (a;, y:, 2, wi). Finally we need the Lagrange 
resolvents 
4 ing 4 ; 
(15) = 2 p= 5D tn, GH = 5D pea’, 
ym i. = 

where e = 0, --- ,4;2 =1,--+ , uy. 

Since the co-sets A‘’)(j = 0, --- , 4) of A in N together exhaust N, we have 
at once, 


4 
> = * Ni, 


i=0 


where n ranges over representatives of the classes of N. To each n there cor- 
responds a set (si, --- , 8,) by (1). Clearly the class to which n belongs is in 
A“ if and only if 


i” 
c= z és; = j (mod 5). 


é=1 
Hence we may write 
4 
(16) A= > ping =5 > per". 
7=0 n 


For each n, determine n; by n = n,(mod q,)(i = 1, --- , w). Multiply (16) by 
51, and apply (14). Thus, with the conditions on the g; stated with (1), we 
get 


516, = 5 DS per, 


(17) 5-16, = (5 2 pil")... (5 p's re), 
8} Sy 


510; = ON) ..- , Be”. 
Bb 
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It will be sufficient to illustrate the proof of Theorem 3 for the general m by 
taking, for example, » = 2,m = qi92. Then, by (17), 
(18) 50, ae 0.6, , 559° ie (0). (022) . 
For q = 4: and g = q in Theorem 5, take the arbitrary 5‘ root of unity to be 
p'' and p®, respectively. Then we get from (18) 
(19) 41096 pan 58501)° ai) g)) g(2)° 50? 6), 


where 6\!) and 6%?) ete. are given by (12) for solutions (x, y:, 21, w:) and 
(v2, Yo, 22 We) Of (6) with m = q, and m = q:, respectively. Define z, y, z, and 
w by 


4a = M2, — Wye, — ZWeize + 125wiwe, 

4y = 2Y2 + ry + S(Qyiwe + Zyew: — z1we — 220), 
dz = 2122 + Loti + S(yrwe + you + 22iwe + 2z0w,), 
4w = XW. + Lowi + Zyiyo + Yieo + Yori — Zer22. 


(20) 


It may be verified by substitution that (2, y, z, w) satisfies (6) with m = quid. 
That this is an integral solution may be shown as follows. Since m is odd, the 
first equation in (6) requires 


(21) x? + 25y? + 252? + 125w? = 16 (mod 32). 


By trial it may be shown that, for any solution of (21), x, y, z and w are all odd 
or else have a greatest common divisor divisible by 4. In case at least one of 
the sets (21, y1, Z1, Wi), (22, Y2, 22, We) has greatest common divisor 4, evidently 
x, y, z and w in (20) are integral. Suppose that x, 22, --- are all odd. Then 
each is of the form 4k + 1, but certain combinations are excluded. For example, 
if zyw, = 1 (mod 4) then the second equation in (6) requires either y: = z: = 1 or 
¥ = 2, = —1(mod4). For all combinations that may occur it is easily verified 
by trial that x, y, z and w in (20) are integral. 
Using the definitions (20) we may write (19) in the form 


(22) 4595 = 583 ded,, ape 862) 9°) 

where 6; is given by (12) with (a, y, z, w) as in (20) and p replaced by qig2. We 
4 

get similar formulas for 62, 6; and 6; Since, by (5), we have here also }) £; = 0, 
;=0 


it is clear that the expressions for £o, --- , £4in radicals are identical in form with 
those for the special case m = g. Hence it follows that fo, --- , & satisfy (8) for 
(z, y, 2, w) as in (20). 

We have already seen, by remarks following Theorem 2, that there are exactly 
4" = 4 distinct quintic fields for m = qug2, and it is clear from the preceding 
discussion that to each of these fields there corresponds a set (9) of solutions of 
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(6) with m = qiq2. These solutions are obtained, in (20), by “composition” of 
the solutions of (6) for m = g: and m = q@. It remains to point out that ( ), 
with m = qq, has no other solutions than those obtained by the “composition” 
indicated. To do this we note that to each solution (x, y, z, w) of (6) with m = 
9192, there corresponds a factorization 


(23) | (61/4) - (64/4) = m, 


of m in R(p), where 6, is defined by (12) and 6,/4, 64/4 may be shown to be 
integers, not units, of R(p). All factorizations of m of this type are obviously 
obtained from factorizations of g; and gq, of the same type. 

The preceding discussion can evidently be extended to the case of the general 
m of Theorem 1, and the proof of Theorem 3 thus completed. 

It is well known that every cyclic algebraic number field over R is cyclotomic. 
Hence, by Theorem 3, every cyclic field of degree 5 over R is an R(m; 2, y, z, w), 
and conversely. Further, every cyclic equation of degree 5 with respect to R 
has its roots in one of these fields. Hence we may state, in conclusion, 

THEOREM 6. Every cyclic quintic algebraic field over R is an R(m; 2, y, 2, w) 
with an m as in Theorem and (2, y, 2, w) an integral solution of (6), and conversely. 
Every cyclic equation of degree 5 with respect to R may be obtained from (8) by a 
Tschirnhausen transformation with rational coefficients. 


Princeton, N. J. 
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ON SOME NUMBERS OF THE FORM 6‘.s+1 
By N. G. W. H. Berecer 


(Received December 10, 1933) 


In 1909 L. L. Dines published in these Annals (10, 105) a memoir on numbers 
of the forms N = 6*-s +1. His calculations enabled him to show that most of 
his numbers are primes; about some others he could only assert that they have 
no factor <10000, the range of his tables not being great enough to determine 
absolutely if they are primes. I have now examined all these other numbers: 
I have divided the smaller ones by the primes between 10000 and +/N;; for the 
larger ones I searched for a representation xz? — y* by the known method, that 
was in substance first published by F. W. Lawrence in 1897! and fully exposed 
in the works of Kraitchik. My results depend on the exactness of the limit 
10000 of the factors, given by Dines. For the numbers 6”-s — 1 up from s = 37 
I calculated quadratic residues and Professor D. N. Lehmer has been so very 
kind to examine these numbers by the aid of his highly valuable factor-stencils? 
using my quadratic residues and some others, calculated by himself. I am 
grateful to Professor Lehmer for his collaboration. The results are, for these 
numbers, independent of the assertion of Dines; the factor 2389 of 53-6" — 1 
shows that this assertion was, in this case, not exact. All my calculations have 
been duly revised. 


k=6;+1 k = 6; -1 
8 N 8 N 
2150 100310401 2163 - 100916927 
2165 101010241 2168 101150207 
2166 101056897 2172 101336831 
2170 101243521 2180 101710079 
2171 101290177 2184 101896703 
2175 101476801 2189 102129983 
2190 102176641 2207 102969791 
2225 103809601 2212 103203071 
2226 103856257 2214 103296383 
2227 103902913 2217 103436351 
2241 104556097 2240 104509439 
2242 104602753 2250 104975999 
2247 104836033 


‘Proc. Lond. Math. Soc. 28, 465. 
? Bull. Amer. Math. Soc. $2, 149. The stencils are not available to me. 
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8 
10 
12 

. 26 
47 
48 
51 
53 
55 
62 
65 
68 
72 
73 
81 
87 
91 
97 

98 
100 


N. G. W. H. BEEGER 


k=7;+1 
N 


107775361 
109454977 
10457- 10601 
111414529 


k=8;+1 
N 


112534273 
120932353 
146126593 
156204289 


k=9;+1 
N 


100776961 
120932353 
262020097 
473651713 
483729409 
513962497 
534117889 
12373. 44797 
624817153 
655050241 
19541. 35069 
725594113 
735671809 
12269. 66533 
876759553 
917070337 
977536513 
30307 - 32587 
1007769601 


k = 10;+1 
N 
1088391169 
1693052929 
1874451457 
3144241153 
3204707329 
22259. 152123 


$ 
383 
390 
394 
400 


k=7:-1 
N 
107215487 
109175039 
110294783 
111974399 


k = 8; -1 

N 
109175039 
117573119 
122611967 
132689663 
139408127 
159563519 


= 9; -1 
N 
191476223 
352719359 
382952447 
433340927 
20663. 25849 
705438719 
755827199 
806215679 
856604159 
896914943 
987614207 


k = 10; -1 
N 
1148857343 
12101. 119923 
1813985279 
2237248511 
2297714687 
2660511743 








8 


58 
70 
71 
95 


NUMBERS OF THE FORM 6*s +1 


N 


24019- 146011 
48883 - 86587 
4293098497 
11321- 507401 


AMSTERDAM, NETHERLAND 





53 
58 


68 
69 
70 
72 
87 
94 


k= 10; —1 
N 
2389. 1341443 
10037. 349411 
3627970559 
4111699967 
4172166143 
4232632319 
4353564671 
12739. 412949 
5683820543 
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ON THE CONSTRUCTION OF RIEMANN MATRICES II! 


By A. AprIAN ALBERT 


(Received June 24, 1934) 


III. Riemann matrices of the first kind 


1. The centrum of D. Let F be a real algebraic number field of finite degree 
over the field R of all rational numbers, and s be a quantity satisfying 


(1) o(A) =A‘ + aAb 14 --- +a =0, (a; in F), 


irreducible in F. Assume that the complex roots oi, --- , o: of d(A) = 0 are 
all real, and write F; = F(c;). The fields F; are then real algebraic number 
fields of degree ¢ over F and we call all the fields F ;, F(s) total real extensions of F. 

A pure Riemann matrix w over F is called a matrix of the first kind if the 
centrum of its multiplication algebra D is a total real extension F(s).of F. We 
may take w in the form 


1 


(2) E s V, V = || (2p')o5 | (j,k = 1, = pe ; 


Wy 














where necessarily p = tp’. 


where 


The multiplication s of w is given by ew = wS, 


o11(p’) oi 1 (2p’) 


(3) o= 


o,1(p’) o, 1 (2p’) 
and the principal matrix C of w may be chosen so that CS’C— = S, that is 
Ci 




















(4) es ¢, see eas: 6 














C, 
The matrix w; is a Riemann matrix over F; with C; as principal matrix and 
with an algebra D; over F ;, equivalent to D as over F(s), as an algebra of multi- 





1 Part I of this paper appeared in these Annals, vol. 35 (1934), pp. 1-28. 
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plications. If D, is the multiplication algebra of w; and if ; is not pseudo- 
isomorphic to w; in F(a, o;)(j7 = 2, --- , t) then, by Theorem 2, D will be the 
multiplication algebra of w. We note also that if B is any projectivity of w 
defining a multiplication b of # commutative with s, then 


| By 
B; = B(o;) (GG=1,---,d, 
B, 


and that B = CB’C~ if and only if B; = C;B rs ;'. Similarly 6 is skew-sym- 
metric, that is, B = —CB’C—, if and only if B; = —C;BiC;'. 





| 
(5) VBV- =| iF 

| 

| 





2. The three types of algebras. Algebra D is a normal division algebra of 
degree n over its centrum F(s). If b is any quantity Bw = wB of D, then there 
exists a quantity b* in D defined by 6*w = wB* where B* = CB’C—. The 
correspondence b <> b* of D has the properties 


(6) (b*)* = b, — (bibs)* = debt, = (bi + be)* = bp + 3, =A =A 


for every b, bi, b, of Dand \ of F(s). I have proved? that then n = 1, 2. 

When n = 1 we have D = F(s). In this case we take w; as in Theorem* 7 
with rational principal matrix C; = C;(j = 1, --- , 0), select w; as the matrix 
w, of Theorem 8 with F; as K,, K = F (oi, oj), and have » given as above in (2) 
with F(s) as multiplication algebra. We have proved 

THEOREM 11. Let F(s) be a total real extension of degree t of a real algebraic 
number field F. Then there exist Riemann matrices of genus p over F with F(s) 
as multiplication algebra if and only if p is divisible by t. 

We next let n = 2. If D contains a symmetric quantity not in K = F(s), 
then D contains a quadratic sub-field K(x), 22 = &(s) in K,xz* = x. But then 
K(x) is necessarily a total real extension of F, that is &(¢;) > 0. We call £(s) 
a total positive quantity of K. 

Algebra D then has the form 


(7) D= (1, r,Y; ry), 


with y alsoin K. We apply (6) and obtain (yx)* = zy* = (—ay)* = —y*x and 
thus y*z = —ay*. If y* = —y then (zy)* = y*x = —yx = ry and yo = zy 
issymmetric. Since yor = —zxyo we may replace y in (7) by yo and hence have 
y* = y, 7 total positive. 

Let then y* # —y, yo = y + y* #0. Then we may again replace y by yo 
and have » total positive. 
Turorem 12. If D is an algebra of the first kind and contains a symmetric 


tees 


* These Annals, vol. 3 (1932), pp. 311-318. 
* The theorem numbers are those of part I. 


yr = —LY, 2? = g, y? = 1; 
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quantity not in K, then D is given by (7) with — and n total positive quantities of 
F(s), x* = Z, y* = ¥y. 

We next let every symmetric quantity of D be in F(s). Every quantity 
z of D has the form 2 = x; + 22 where xz; = 11, te = —22 since we may write 
27, = 2+ 2%, 2x, =2x2—2*. ButxzisinK = F(s),z-—1 = 22 is in K(z), 
and obviously K(x) = K(az). Hence we may take x to be a skew-symmetric 
quantity of D. Moreover zx? = &(s) is a total negative quantity of K when z 
is skew-symmetric. 

Algebra D again has the form (7), and we may again obtain y*z = —zy*. 
Since D has no symmetric quantities not in K, and (y* + y)z = —z(y + y'), 
we must have y* = —y. Foreithery* + y = OorisnotinK. Hencey* = —y, 
y? = nis also total negative. 

TueoreM 13. Let D be an algebra of the first kind containing no symmetric 
quantities except those in K = F(s) # D. Then D has the form (7) with x* = —z, 
y* = —yandé and n are total negative quantities of K. 

We may now prove 

THEOREM 14. The singularity index of Dis k = 3t for algebras of Theorem 12, 
and k = t for algebras of Theorem 13 and for D = K. 

For k is the order of the linear set of all symmetric quantities of D. This is 
evidently ¢ when all symmetric quantities of D are in K as in Theorem 13 and 
when D = K. In Theorem 12 the linear set is evidently K + Kx + Ky of order 
3t, since (ry)* = y*x* = yx = —xy is skew-symmetric. 


3. The case k = 3t. We take w as in (1) and wish 
(82) D;= (1,2, y,20), yeti = —tH, 2] =&;>0, yf = 2; >0, 
as a sub-algebra of the multiplication algebra of w;. We therefore take 


Tj I(2p”)  I(2p’é} 
(9) wo; =|) ‘W;, W;= ‘ 96 ’ 
0 7;A; I(2p") —I(2p’’)é} 


where it is known that p’ = 2p”. We also have z* = zso that 2; = 2; and we 
may take 


’ W; Y; W;" = ’ 


(10) W;C;W; = | 


r(é4) 0 | 0 A; 


0 r(—€}) 0 


with 


(11) 


0 = 4; I(p") 

ies | Ip") 0 | 

Since y is symmetric, we must have 
C,Y;Cj'=Y,;, CY; = Y,¢,, 


(WC; W;)(WiY,W;)' = (WY, W;')(W;C,W5). 
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But then if Pj = P(E), Pa = T(—€}), 












































Tn 0 ey 10 Aji lTa 0 | 
(12) 0 Talla’ o = ~ * p ra| ; 
which is equivalent to 
(13) ATp =TypAj, 
or 
(14) ATeA; =aT jp, 2; >0. 


The matrix w; is a Riemann matrix over F; with C; as principal matrix if 
and only if 7; is a Riemann matrix over F,(¢}) with Ij; as principal matrix, 
r,A; is a Riemann matrix over F ;(—£}) with I’ as principal matrix. But these 
latter conditions on 7;A; are evidentiy implied by the former conditions on 7; 
and by (14). Hence we only require 














(15) Tat; =0, i407; 
positive definite. 
We write 
Aj Ap , , , 
(16) Ta= Aji = —An, Ajs = —Ay, Ajs = —Ap, 
Ajs Aja 
and see that (13) is equivalent to 
(17) Aj = niAa(—€}), Ais = An(—€}). 
We shall take 
0 I(p"’) 
(18) Ta = tC, C= , 
—I(p") 0 








so that (17) is satisfied. We take 7, to be a matrix w; of Theorem 7 with the 
field K, of that theorem taken to be the field F(o:, £}). We take 7; to be a 
matrix w, of Theorem 8 with Ke replaced by F(o;, 1), 7 = 2,---,¢. Then 
7, has no complex multiplication, and 7; is not pseudoisomorphic to 7; in 


F(a, Tj; eH, eH). 


We have constructed a Riemann matrix w of genus p = 2tp” over F and with 
D as a sub-algebra of its multiplication. By section 2 of Chapter I, the field 
F(s) will be in the centrum of the multiplication algebra of w if we can show that 
there exists no pseudoisomorphism p,#, = ;B;. But 


I(2p’’) 0 | 
“hee © 


; 0 
(19) a= : ‘ W; ? 
0 7, 
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and if 
I(2p") O| (2p) 0 in Ej | 


0 A, | Ro 0 A;* 4 Ex Eyl 


(20) E;= | 


the above pseudomorphism implies a pseudoisomorphism pjit1 = 7jH jx. By 
hypothesis no such pseudoisomorphism exists unless Lj, = 0 (k = 1, 2, 3, 4). 
But then, H; = 0 so that B; = 0. 

We have proved that every multiplication of w is commutative with s.  Alge- 
bra D will now be the multiplication algebra of » if we can prove that D, is the 
multiplication algebra of w1. 

The multiplication algebra 2{, of #; has D; as normal simple subalgebra. By 
the well known Wedderburn theorem %; is the direct product of D, and another 
algebra B, and %, # D, if and only if there exists a non-scalar multiplication b, 
given by Bywoi = o1B, with bir, = aibi, bry: = yibi. But bx; = 2b, implies 
that 

| B(é} 0 | 
(21) W,B,W;! = | = ie 
| 0 B(-é})|| 
and B, is non-scalar if and only if B(é}) is non-sealar. For if B(é}) is scalar, 
then B, is in F,(X,) and hence b; is in F;(x1)._ But then byy; = yxb, implies that 
b, is in F,, B, is sealar. 

The multiplication 8:0, = ,B, evidently implies that pr; = 7:B(E!). Since 
7, has no complex multiplication B(é}) is sealar and D is the multiplication 
algebra of w. We have proved 

THEOREM 15. Let D be a division algebra 


D = (1, z,Y; xy), yr = —2y, 2? = é, y? = 1, 


over a total real extension K = F(s) of degree t over F, and let — and 7 be total posi- 
tive quantities of K. Then there exist pure Riemann matrices of genus p over F with 
D as multiplication algebra if and only if p is divisible by 2t. 


4. The case k = ¢. As in Section 3, we take w in the form (1), and again 
take w; to be given asin (9). But now z; = —2;s0 that (10) is replaced by 
rT; 0 A; 


0 
f, 0 A; 0 


with (11) satisfied but 
(23) n: <0, r, = Té}), Pr, = r(—€}). 


The number €} is evidently pure imaginary, and f; is the complex conjugate 
matrix of T;. We also have 
ip 
W; C; W; ec4 = ||) 
0 f, 
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and w; will be a Riemann matrix over F ; with C; as principal matrix if and only if 


(24) 7, ;A;7; oS 0, 7,AT'r; = 0, 
and 
(25) irj;T;7;, ir;A;T;A, 
are positive definite. 
Since C; is a skew-symmetric matrix, (22) implies that r = — T;; is skew- 
hermitian. Thus (24)2 is implied by (24)). 
We wish y* = — y so that C;Y;C;* = — Yj, C;¥;' = — Y,C;. Then 
(W,C;W;) (WiY;W;*)’ = — (WiY;W;*) (WiCW3), 
0 T; 0 A; 0 — 4s] oT; 
(26) a . , = > & , 
r; 0 A; 0 —A; O || if, 0 












































which is equivalent to 

(27) r;A; = —A;T; =A;T;, 
and hence to 

(28) A; Ty A; = — 0j7;. 


Since —n; > 0, it is evident that when 7 7; I’; 7; is positive definite, so also is the 
second matrix of (25). 
Write 


An Ap 
A 73 A j4 


" Gd 


(29) rl; = 4A;, = — Aa, Ai, = — Ap, Ajs = — An. 














Then (27) is equivalent to 




















An = — nj Au, Ap = ~ ha. 
But A;; = — Aw = Aj so that Ajz and Aj are symmetric matrices. Then I; 
has the form 
. nN 
nO;, —Ajs = 
(30) lr; = ’ ' Ai = — Ap, Ae = Ax, 
Ajs Ais 
and 
ay er 
(31) re apopnalnigt 
nj Aja Ajs | 








We have implicitly assumed the known results p = tp’, p’ = 2p”. Let now 
p” > 2 and take Aj; = 0, Au = tt] (p”). Then Aj = — Aj and I; has the 
desired form (30). We also take 


(32) r5= ||"), mil], 4) = — 7: 


= 
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where 7; is otherwise at our choice. Now 


a8 0 Te") | , 
7,7; A; 7; = ¢! ni || 1(p”), 7; || | 


Ke"): & ie 
I(p”) 


= §} nj || mi, 1(p”) || - | 


= thn (x; — ») = 0, 
so that (24) is satisfied. Moreover 
nI(p”) 0 . 


irj,Tj7; = 7) || I”), m |l - . I(p”) Tj 


I(p”) 


Tj 


t &} || 9; I(p”), 7; || - | 


= 1 &} [n; I(p”) + 4; #5). 


The number 7 } = —yuwherex > 0. Moreover —7n; > 0 and i7,T it; is positive 
definite if and only if 


(35) —njI(p") — wit; 


is positive definite. By choosing the elements of 7; sufficiently small (with 
respect to —7;) in absolute value we may make (35) positive definite. More- 
over we may choose the 7; so that the set of quantities 


(36) 1, jst» Wist Tra 
(j,k = 1,---,8; 8 #t,r#q; 8,t,7,q=1,---,p"); 


are linearly independent with respect to Kj, = F(o;, ox, & j , é}). 

We have now constructed a Riemann matrix w with the quantities of D as 
multiplications. As in the proof of Theorem 15, algebra D will be the multi- 
plication algebra of w if we can prove that the equations 


(37) pti = 7;B, 


(where p is a complex matrix, B has elements in K;;), are impossible when 
j ~ 1 unless B = 0, and are impossible when j = 1 unless B is a scalar matrix. 
Write 


a b 
(38) Be , 
cd 








tive 


rith 


| as 


Iti- 


1en 





ON THE CONSTRUCTION OF RIEMANN MATRICES II 383 


where a, b, c, d are p”-rowed square matrices with elements in F. Then (37) is 
equivalent to 


(39) p=a+7c, pm=b+ rd 
and hence 
(40) am + mem = b+ rid. 


The elements of b are in K,;, those of +d — amare linear forms in the r,s, tr. 
while those of 7 ;cw; are quadratic forms in the 71,,, 7j,, with coefficients in K ;; 
in all cases. By the linear independence of (36) we have 


(41) b = rd — am = mC; = 0. 
We write 
(42) a=|lae|], @=al|[de|], c=llee|| G,s=1,:--,p*), 


and compute 


” 


) Fee | 


ps Tirs Ct TWitu 
j 


a,¢ 








=0 (r,u=1,---,p”). 








(43) TCT = 


If c., is any quantity of c with o ¥ 7 we select r = 7, u = oso that r ¥ o,u ¥ +. 
Then T jro a 0, Tire ¥ O. By (43) 
(44) Cor Wire Tire + > Tirs Cst Wire = 0. 


8sFo 
t#r 


But tino A Wire, AWire ANA Tire H ATW irs, HTire Whens ~ o,f #7. By the 
linear independence of (34) we obtain c,, = 0, 0 ¥ 7. 

Hence c is a diagonal matrix. We now consider any ¢,, and take r = u # o. 
Then (44) implies that 
(45) Coo Tire Tier a y Tirs Cst Tir = 0. 


so 
t#o 


As before 1j¢T1er ¥ 0 since ¢ ¥ r. Moreover 7 jro is linearly independent of 
Tire, Tur for 8 ¥ o, t ¥ o, Tier is linearly independent of 7j,s, tu, 80 that (45) 
and the independence of (36) imply that c,, = 0, c = 0. 

Next consider the equations 


= 0. 








p” p"’ 
ze TW jst din — >» Ast Titu 
t=1 


é=1 


(46) md—am= 








It is evidently sufficient to prove d a diagonal matrix in order to prove also that 
aisdiagonal. Let d-u, 7 * wu be any non-diagonal element of d. Since p” > 2, 
we may select s to be an integer distinct from both 7 and u. Then (46) gives 


p” 
(47) Wisr dry 7 >» Ast Titu — 2s Wist dry. 
t#r 


t=1 
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But zs, ¥ 0 is linearly independent of ti since u ~ s, u ¥ 7, while z;,, ig 
linearly independent of 7; for i # 7. Hence (47) implies that d,. = 0 and 
d and a are diagonal matrices. 

We first assume that 7 = 1. Then 


(48) T iste = AssT ist (s xf t) 


implies that di = dss = 0 since mjs:ms: ~ O when s ¥ t, and the rj. are 
linearly independent of the mi, whenj ~ 1. But thend = a = 0 and 7; is 
not pseudoisomorphic to 7:(j7 = 2, --- , 2). , 

Next let 7 = 1. Then (48) forj = 1 gives dy = a,.(s ¥ t;s,t = 1, --- , p”). 
Hence dit = 411, Ass = di, des = 033 = 411 = dii(s = t; 8, t = 2, S94 4 p”). But 
then d = a = a,,/(p”) is a scalar matrix. Hence B is sealar as desired. We 
have proved 

Lemma 1. There exist Riemann matrices w of genus 2tp” with D as multiplica- 
tion algebra if p” > 2. 

It is well known‘ that p” # 1, and there remains the case p” = 2. We take 
Aj = 0, Ajs = €; 

€;j 0 
(49) = ; 

0 1 
where e; will be a number of F(o;, £4). Then the matrix I; has the form 
0 — ej — 7;e; 0 


e; 0 | 0 


(50) r; = | 


Let also 

(51) ri = I11(2), will 

where 7; is a two-rowed square matrix at our choice. Then we wish 
(52) rT jAj7; = —jej + 5057 j = @, 

and 

(53) irl jt, = i(wje; — &)#;) 


positive definite. 
Our choice of matrices 7; satisfying the above conditions will be very com- 
plicated as the number of free variables in the 7; is very small. We let 


ab 


P = F(o,, ---, 01, &, thy » 7) 


and prove 





‘ For proof see my Palermo Rendiconti paper, vol. 55 (1931), pp. 57-115. I proved there, 
on page 110, that when p” = 1 the matrix I; determines a complex multiplication G; of 
w; not in D;, and hence a multiplication G of w not in D. 
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Lemma 2. There exists an integer p such that 


(54) p* — & 


is not the square of any quantity of P. 
For consider the quadratic equation 


(55) 0,6) =v -— (? — &) = 0 


in \ with coefficients in the function field P(g). If @(A, £) is reducible in P(¢) 
then ? — & = (a + Bf)? = a + BF? + 2oBe. But then 2a8 = 0, B ¥ 0s0 
that 8 = 1,a = 0 = &, whichis not true. Hence ¢(, £) is irreducible in P(¢). 
By the Hilbert Irreducibility Theorem there exists an integer p such that (A, p) 
is irreducible in P. Write 


(56) e=a=p+ i, e=p+é!} (j = 2,---,d), 


so that €jé; = p? — &} Then eé, # a’ for anyaof P. But P is a galois field 
and possesses an automorphism carrying t? to ¢, €, toe;. Hence €;é; + a? for 


any a of P. 
We define 


(57) 4 = (é&e;')! = €; (p? F g;)! (j = ] pre ,t), 


and will prove 
Lemma 3. The quantities +e, +é are not the squares of any quantities of P(z:). 
For let te = (a2 + B2,)? witha and Bin P. Then +e = a® + Se! + 2aBe:. 
Since z; is not.in P we have 2a8 = 0. Ifa = 0, then 


te = Pee, +é@ = (6)? = & 


where ¢ = «8 isin P. If 6 = 0, then te = a = o? with o in P. Hence in 
either case €€ = (o¢)? contrary to Lemma 2. 

We shall now choose the matrices 7;. We first choose a negative real alge- 
braie number Ap = Ao, such that 


(58) — bi > —m, 


and yet so that 1, Xo, --- , A§ are linearly independent in P(z:, --- , 2). Let 
also = dy = Aoé? 


(59) w= ws = [em — Aj)! 
so that 

(60) ? + eu? = m1, 

and 


(61) 1, d, %, 03, A 
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are linearly independent in P(z, --- , 2). We next take do; to be a negative 
real algebraic number such that 1, \o;, \¢; are linearly independent in 


Q = P(é1, arene » 2ty A, M) 
and such that — dj ,;£; > —7; We put 


ay = ded, ne 
and have 


(62) 2 + eu? = ni, — AG > —05 


where 4; is a pure imaginary number and, for j = 2, --- , ¢, 1, Xj, Xj are linearly 
independent in Q. We now obtain 
Lemma 4. The quantities 


(63) 1, Ai, wa, Arua, AZ 


are linearly independent in P(z1). 
For let a; + aedi + ashi = (a4 + O51) M1 with Qi, ++ 5 Os in P(a). Then 


eal + a}d} + aGAS + asaads + Qescwd} + Lanasd}) 


= (af + 2asosdi + a§A5)(m — d}). 
Then ea? = —a?. By Lemma 3 we have as; = a5 = 0. Then ea} = — aj 80 
that ag = ag = 0. Hence a; = 0 as desired. 
Lemma 5. The numbers 


(64) 1, A M1, iy A1Aij, M1Aj, Kj; Ami; Mipj 


are linearly independent in Q; = P(21, 2;). 

For let a; + aed; + asu; = 0 where a; = ai + aied1 + ais, With a, in Qj. 
Then e;(aj + a3A} + 2a;a2\;) = a3(n; — A¥). By the linear independence of 
1, Aj, 4? in Q which contains Q; and the numbers i, » we have 2a:a2 = 0. If 
a, = 0 then aje; = —aj, €0 = a3n; so that a; =,a2 = 0. If a2 = 0, then 
—ajz = 0, €;a{ = ajn; and a; = a; = 0. Hence a; = az = a3 = 0 in all cases. 

Now a; = aii + a@iodi + aigui: = 0. Then e(ay + aiedi)? = af3(m — MF. 
As above, this implies that ai; = ai2 = ais = 0, and the lemma is proved. 

We now take 


dj — 2 EM; 


(65) = wi dj 


and compute 
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. 2p 25 eH; | ¢ 0} , 
T,¢.0; = i "4 
nS he dj oe alte 
on 2jAj€; 256M; 2A; Mj | 25 (Aje; + €j uj) 0 
6 - r 
bj €; Aj —2€juj dj | 0 6H; + Nj 
én; 0 
= = 116 
0 2; 














since A? + €,u7 = 1,, 62] = 6) ¢ = & by (62), (57). Then (52) is satisfied. 
The number £; is negative and gf is pure imaginary. Hence (53) is a positive 
definite Hermitian matrix if and only if 


BAe; — AGE; — Zee; — GM; 


(67) E(n,e; — 25) = &! 

















€j My + 2M; Mi — Aj 


is positive definite. 

The number ER (A; — ,) = (Not? + doit) = 2&j\o; > 0 since Ao; has been 
chosen to be negative. Also ze; = (e;é;)! is a positive real number so that 
EN(2;Aje; — zjAye;) = 2EsAojs(€7é;)* > O. 

We have taken 43 = 0} = A5og;, wie; = 2; — Aj = HE, and hence 


(68) (uji;)?€;@; = (nj — 5)? =o? 


where a = nj — A} > O by (62). Also B = y;fi;(c;é;)' is positive and a*® = f. 
Then a = 6 and we have 


(69) pjfis(ese;)* = 0; — dj. 
The determinant of (67) is now 
ELAN; (€i2s)! + (Leses}4us + ejmi) (esms + ess} 4a)] 
= £1(e;@) 1403 + em? + ape] + Qusij(cse,)!] = Ex(e:))40; > 0, 
since 2 jii;(¢;é;)! = 2n; — 2X5, 2A7 + eu + Ae; = 2nj;. Hence (67) is positive 
definite. 
We have proved that the matrix is a Riemann matrix and now wish to show 


that 7, has no complex multiplication pr: = 7:1B for non-scalar B with elements 
in F(o,, £!) and that 7; is not pseudoisomorphic to 7; in 


F(o, Cj; tf, 3) (j = 2,---, t). 
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Then D will be the multiplication algebra of w. We write 


a b a bi be! 
B= . b= ’ 
c ad a3 a bs be 
(70) 
Cy Ce de 
d 


’ ’ 
C3 C4 ds ds 


| 
o=| 


and consider an equation pr; = 7;B where j = 1, --- ,¢. Since 7; = || J, x; || 
we have 


p=a+ 7X, pm, = b+ a;d, 
so that 
am + mjcm, = 6+ ad. 


The elements of az; — 7;d are linear forms in X, yu, Aj, uw; with coefficients in 
P(z:, z;) and b has elements in P. The elements of 2jc7, are bilinear forms in 
A, wy Aj, w; With coefficients in P(z:,z;). If 7 ¥ 1, then Lemma 5 gives 


b = 0, 1;CTm, = 0, am, = m;d. 


But 


0 = am — 1d 


71 . 
“ai 121d + dey — 2;Ajdi + Zjerpsds —aiZieu + aed — 2;djd2 + zj¢mids | 

321A + Aye — ajay _ h, ds — A321 eu" te ar — bj de - \jds | 
so that a = d = 0 whenj ~ 1. The determinant of mj is 2(X5 + €ju;) = 
zn; * 0 so that 7; and 7; are non-singular and 7;c7; = 0 implies that c = 0. 
We have proved that 7; is not pseudoisomorphic to 7, in P, 7 = 2, --- , ¢. 

We new let j = 1 and use Lemma4. The elements of 7:¢7 are bilinear forms 
in \, » with coefficients in P(z:) and, by the use of (60), the elements of b — mcm 
are linear combinations of 1, \y, 4 with coefficients in P(z:). But the elements 
of am; — 7d are linear combinations of \, » with coefficients in P(z:). Hence 
Lemma 4 implies that ax; — md, 71cm; = b. By (71) we have 


a= dy, a2 + Z1ed3 = 0, a= ds, a3%1 = ds, a= dy, aszie = —d2, = dy, 


But ¢, a;,d; are in P and 1, z; are linearly independent in P by Lemma 2. Hence 
a2 = ds = a3 = dz = 0,a,; = d; = dy = ay. Thena = d are scalar matrices. 
The element in the first row and column of 2;c7 is 


2 
Z1Ci1N? a (Z1Ce2 _- 27 €c3) Au _ Z1 Cape 


= (zici + 21¢4)A2 + (21¢2 — ziecs)Au — 21%. 
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But mcm, = 6 and 1, d*, Aw are linearly independent in P(z,), 1, 2: are linearly in- 
dependent in P. Hence zicy + zc, = O whence c; = cy = 0, and z1¢2 — ziecs = 0 
whence C2 = ¢; = 0. But then c = 0so that b = 0 and Bis a scalar matrix as 
desired. We have proved 

TueorEM 16. Let D be a division algebra 


D= (1, z,Y; ry), yr = —2Y, x = §, y> = 0, 


over a total real algebraic extension K = F(s) of degree t of a real algebraic number 
field F, and let § and » be total negative quantities of F(s). Then there exist pure 
Riemann matrices w of genus p over F with D as multiplication algebra if and only 
if p is divisible by 2t, p = 2tp” with p” > 1. 


IV. Riemann matrices of the second kind 


1. The centrum of D. The centrum of the multiplication algebra of a pure 
Riemann matrix of the second kind over F is a pure imaginary quadratic ex- 
tension H of a total real field K = F(s). If F(s) has degree ¢ over F, and cor- 
responding conjugate algebraic number fields F(¢;) then 


(67) H = K(q), q = n(s) in K, ui = wei) < 0 G=1,---,%). 


Algebra D has degree n over its centrum H and has order h = 2tn?. The 
multiplication index h of w divides 2p, 
p=tp', p' =np", 
and w has the form (2) of Chapter III with 
mT; «60 I(2p’)  1(2p’)u} 


(8) «j= 
I(2p’) —I(2p’)u} 




















mre 


Tj 
The matrix 7;, has rj, rows, 7j2 has rj2 rows, 
Ta + rie = p’ 

and both 7, and 7j2 have p’ columns. In Theorems 3, 4 we assumed rj: = 11, 


rjg = 12, a condition obviously not necessary except when ¢ = 1. Hence we 
shall be compelled to consider a certain case where the rj; are not all equal. 


2. Fields of the second kind with p’ > 2. We shall prove 

TuEorEM 17. Let K bea total real extension of degree t of F, u be a total negative 
quantity of K, H = K(q), g@ = pw. Then there exist pure Riemann matrices of 
genus p = tp’, p’ > 2 with H as multiplication algebra. 

We take w to be given by (2) and H will be the multiplication algebra of w, 
pure Riemann matrix, if the w; are chosen so that w; is a Riemann matrix over 
F; = F(o;) with principal matrix c; = C(o;), #1 has F(q:), 7j = m1, a8 multiplica- 
tion algebra, and if w ij = 2, --- , t) is not pseudoisomorphic to w; in F(a, @)). 
But these conditions will be satisfied if w; is chosen as in Theorem 10 with K, 
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our field F';, w;(j > 1) is chosen as the matrix w2 of Theorem 10 with K» our field 
F ;;, and if the field K of Theorem 10 is our field F(oi, --- , o:). 


3. The case h = 8t. We next assume that D has degree n = 2 over H. 
Then 2p is divisible by 8¢ so that p = tp’ = 4tp”. We shall now prove 
THEOREM 18. Algebra D is the direct product 


(69) D=QX K@), 
of K(q) and an algebra Q of degree two over K. Moreover 


(70) Q = (1, 2, y, zy) , yr = — wy, w= ft, y=, 


where x and y are symmetric quantities of D so that — and 7 are total positive. 
For every quantity a of D has the form 


(71) a=a-+ ag, 
where a} = a, @3 = ds. In fact we may write 
(72) a= 3(a+a*), a= 3a —a*). 


If D has no symmetric quantities except those of H, then every a of D is in H 
contrary to our hypothesis that D has degree two over H. 

Hence there exists a symmetric quantity of D not in H. This ‘ennai x 
satisfies a quadratic equation with coefficients in H, and obviously these co- 
efficients must be symmetric, that is in F(s). Without loss of generality we 
may take x* = 2,2? = in F(s). Then é is total positive. 

Algebra D has the form (70) with y? = nin H. Since yx = — zy we have also 
y*x = —ay*. Ify* = —y, then yo = yq is symmetric and also has the property 


yet = —zyo. If y* + y ¥ O, then yp = y* + y has the property yor = —TY:, 


and in either case y2 = no in F(s), yo = yg. But then the algebra D of degree 
eight over F(s) has the normal division algebra Q = (1, 2, y, xy) as sub-algebra 
and is obviously the direct product of Q and K(q). : 

The quantity y of D has the property y* = dy! where d = 7 is a total positive 
quantity of F(s). It is easily shown that 














Gu) Gi) 44 
" ” a py 
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where in general 
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and in our case 
3. 0 I(p”) 
76 Aj =Aj= ’ 
(76) n Ip”) 0 














since n; > Oisreal. But then we have the following 

TuroreM 19. There exist pure Riemann matrices w of genus 4tp”, p” > 1, 
with D as multiplication algebra. 

For the above is the case m = 2 of the corresponding existence theorem which 
I have proved® for the general case of Riemann matrices of the second kind. 

The value p” = 1 leads to a quite difficult unsolved problem in the general 
casem 22. We now merely study the case ¢ = 1, m = 2, and shall prove 

THEorEM 20. Let D be as aboveandt = 1. Then there exist no pure Riemann 
matrices of genus 4 tp” = 4 with D as multiplication algebra. 

For we evidently have (73), (74) for ¢ = 1, and hence 














Ti 71 $3 7; wt 71 & yt 

T1 A —nAéz m1 Ap 71 A & yi 
ine T2 T2 é — ui wT ¢ ut 

to A — mA — m2Ayp 72 A & yb 


Evidently w is isomorphic to 




















™m mé 
j ’ 
T2 — 1m 
where 
1 Tp mA mAyp! 
m= ’ r2 = 
T — Top! m2A —t2Api 




















The matrix w has the form of Theorems 3, 4 since we have rj; = 11, ’j2 = 12 
when we replace s by our multiplication z. For 7,A evidently has the same 
number r; of rows as 73. We may then apply Theorem 4, and have proved that 
has a multiplication b such that bg = —qb, a contradiction of our hypothesis 
that q is part of the centrum of the multiplication algebra of w. 

This proves Theorem 20. We next consider the remaining cases of fields 
of the second kind. 


4. Fields with p’ = 1,2. If H = D has degree 2¢ = 2p, then, as has been 
shown by S. Lefschetz,* the matrix w has its structure completely determined by 





‘In my solution of the Principal Problem in the Theory of Riemann matrices, these 
Annals, October 1934. 


* Transactions of the American Mathematical Society, vol. 22 (1921), pp. 327-482. 
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H and the question as to whether the resulting » is or is not pure is then a prob- 

lem on the structure of H. We shall not consider this case further as it was dig. 

cussed completely by Lefschetz. We now study the case p’ = 2. We first 

must obviously take ¢ > 1 since otherwise p = 2 and it is well known that no 

Riemann matrix w of genus two exists with H = F(q) as multiplication algebra, 
By section 3 of chapter I we have 


aj 0 


(77) Tj = 4} = 4) A; 














0 aj2 


with a1, aj2 in F;. Suppose first that w; has rj, = rj2 = 1. Then w; has a 
multiplication 


























(78) bj: Ajo; = w; B;, 
where b;g; = — qibi, 
B; 0 0 —aj 
(79) B;=|| , B= 
0 — B; aj 0 
so that B} = —ajapl(4). Hence the Riemann matrix w; of genus two over F; 
has the generalized quaternion algebra 
(80) (1,¢:,6;,9:;)), bar:=—qibi, Gi =ui, 0F = — ajar 


over F;; as a sub-algebra of its multiplication algebra. 
Consider next the case rj; ¥ rj. Then 


(81) w; = || 7 + 4H} || 
where 7; is a two-rowed square matrix such that 
(82) + ip} 7; H;F; 


is positive definite. Hence 7; is non-singular and, by passing to a matrix iso- 
morphic to w, we may take 7; = (2). We must then have + AH; positive 
definite. The condition (23) of J, Section 3, is automatically satisfied. 

Let now a;jw; = w;A; where 


Ay, A 
(83) A; = | 1 72 


Ajs Ajs 








Then a; = Ajyy + ui Ajs, + Aju} + wjAj = Aje t uiA ia so that Aj = Ax, 
A j2 = w;A;3 and the multiplication of w; defined by its projectivity 


0 y,1(2) | 
I(2) 0 


hg si 
0 Ap 


Ap 0 
0 Aja 


(84) A; Q; ’ Q; - 
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is in the algebra of all two-rowed matrices with elements in F(q;). Conversely, 
every matrix A ; above is evidently a projectivity of w;. Hence we have proved 
Lemma. Let rj. ¥ rj2, p’ = 2. Then the multiplication algebra of w; is 


M: X F(q) 


where Mz is the two-rowed total matric algebra. 

The above algebra is in fact the multiplication algebra of maximum order for 
two-rowed (impure) Riemann matrices. Note in particular that every multiplica- 
tion of w; is commutative with q;. 

We may now prove 

TueoreM 21. Let D be a field of the second kind witht > 1. Then there exist 
pure Riemann matrices w of genus p = 2t over F with D as multiplication algebra. 

For let us arrange the roots o; in the order 


1 >02>+:- >a 
and let 6 be a rational number so chosen that o; > 6 > oe. Write 
t(s) = s — 6, £(o;) = §; , 


so that (01) > 0, E(o;) < O(G7 = 2,--- , 2d). If &(s) = (a2 + bg) (a — bq) with 
aand b in F(s), then &(¢;) = a(o;)? + b(¢;)? (—u;) > 0, a contradiction when 
j#1. Hence also £; ¥ aj — b? mw: and the algebra 


Bi = (1, 4, Yr, WY) , qi =m, yi=f, Ww = —qQy 


over F, is a division algebra. Moreover (qiyi)? = —wiéi > 0, 1 > O and Bi 
is an algebra of Theorem 15 for K = F;,t = lover F;. By that theorem there 
exists a Riemann matrix w, with B, as multiplication algebra. 

By our above argument we may take ; in a form such that (14) holds, and 
hence have proved that w; has a multiplication b; with big: = —gibi. Since 
¥, is the multiplication algebra of w; the multiplication 6; is in 8;. But then 
it is well known that 6b; = (ao + boq:)y1 with ao, bo in Fi(gi). Hence 
bi = —Q11A12 = (a3 - bo wide. But then 


—Ajaj2 = [ao(o;)? ad bo(o;)2uilé; 


by passing to conjugate elements. 
The quantity a? — b2y ; is evidently total positive so that —aj:aj2 has the same 
sign as £;. Hence 


11012 < 0, Aji j2 > 0 Qj = 2, , ’ t) 
Ifa; > 0, aj2 > 0, we take w; = || (2), w$I(2) ||, and if aj < 0, aj2 < 0, we 
take w; = || 7(2) — wil (2) ||. In either case we have satisfied the conditions 


(23) of Chapter I, and w is a Riemann matrix. 
The matrix «, is pure and the w; are impure and cannot be pseudoisomorphic 
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to w: by the Riemann matrix analogue’ of the Schur Lemma in the theory of 
Group Representation. By Theorem 2, every multiplication of is commuta- 
tive with s. 

Let a be any multiplication of w. Then a defines a multiplication a; of w, 
given by 


aj; = w;A(a;) 


so that A(c,) is in the multiplication algebra of w;. When j ¥ 1 the multiplica- 
tion a; is commutative with g;. But then obviously a; is commutative with q, 
by passing to the conjugate representation D, of D;. The only multiplications 
of w; commutative with qi are quantities of F1(q:) since the multiplication 
algebra of w; is a generalized quaternion algebra with F'1(q1) as quadratic sub- 
field. Hence a; is in F;(q:), a; is in F;(q5), ais in F(s, q) as desired. This com- 
pletes the proof of Theorem 21. 
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7 Cf. my paper On the Poincaré Theorem on Impure Riemann matrices, these ANNALS, 
this volume, pp. 151-156. 
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ON WARING’S PROBLEM 


By I. Vinocrapow 
(Received January 8, 1935) 


In one of my previous notes! I have given a brief account of the following 


result 
Theorem. Let n be an integer >3 and? 


s = [n(6 log n + log 216 + 4)]. 


Then for every integer N = c (cis depending only on n) we can find s non negative 
integers th, te, --- , t, such that 


Ne=tt+tie+--- +t. 


I give here a complete account of the same result, which I obtain in a sim- 
pler way. 


1. Notation and lemmas. Let n be a constant integer > 3 


y= = §= an k = [2n log n + n log 6]; og =n(1-r*) 
¢, Co, C1, «++ positive numbers, depending only on n, and 8, 6, #:, -- - numbers 
with moduls not exceeding unity. 
A = O(B); A KX Bor B> A where B is positive, denotes that 
|A| S aB. 


If z is a real number, then (z) denotes the distance of z to the next integer. 
N) is a positive integer, N is an integer, 


P=(3"°N% 41); Py =[nP'-’]; R=([P*-2]; Ri = [n’ R'~’] 
1 


1 — 
4 i 2 


ee ed ee ee ae 


No > c, where c; we choose such that 
1 vite 
(1) 2P"- NP *>P"; N,>80-3°*P"; YY s2'V/P; +P. 
If > 0 and (a, g) = 1, we put 


q—-1 aon idan tee 
r=0 a 
SSS 


‘ Comptes Rendus de ]’Académie des Sciences de 1’URSS, 1934, IV, No. 5-6, p. 249-253. 
*It is evident that s < 6n log n + 10n. 
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where a runs over all non negative integer less than g which are relative prime 
to q. 

The lemmas on which our method is based are well known. In particular we 
used them in our previous papers on Waring’s problem and we give here only 
their formulation. 

Lemma A. We have 


BR, Ke. 


Lemma B. We have 


/P 
> A,(N) = C(N) + O(P>); CIN) = 


q=1 


Lemma C. Let 
0</f'(t) S34; f" 


in the intervalg St Sh. Then 


h h 
y a et2ris(t) — / et2rif dt + 50. 
g 


t>g 


IV 
o 


Lemma D. Let A be a real but not an integral number and G < H. Then 








S eae] < 
ert x << : 
z>G 2(A) 


2. The construction of the numbers vu. We take a set of numbers 
mo 0", 2, ++ eG: 
The difference of two successive values of s; is 
8; — 8, S Pt — (P, — 1)" < nPi*”. 
Between every couple of successive numbers s, and s; we introduce a new set 
of numbers of the form s; + w”, where w is integral and 
0<w <(s; — ,)": 


Completing the set s; by this set we obtain a new set of integral numbers :. 
The difference of two successive values of sz satisfying the inequality 


81 sss 81 
does not exceed 
ae 
{(s1 — 81)"}" — f(s, — 81)” — 1" <n(QmPPOP)* = Wt PIE. 


Therefore the difference of any two successive values of s2 does not exceed 
the same value. 
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Repeating this process, we obtain beginning with the numbers s2 a new set 


of integers ss, and SO ON: 84, 85, +--+ , Sra = &. 
It is evident that the numbers é are different from each other and satisfy the 
condition 


istaPi<«Pr. 
The difference of two successive values of £ is less than 
nitit—9)+ ++ +0—9)F? pn —»)Fl & pe 
As P? > P””" we have for the number X of integers £ 
A. Pre, 
Now we form a set of numbers u 
us &+v" 
where ¢ runs over the described set of numbers and 
v= P,P+1,---,2P—1. 


We can easily verify that the numbers w are all different and satisfy the 
condition 
ree <r". 


In the same way as we formed by means of the numbers P and P,, the sets 
of integers —, v and u, we form now, by means of the numbers RF and R,, the 
sets of numbers £, 01, %. Let X, denote the number of these integers &. 


3. Investigation of an integral. Let y be an integerO0 < y< Y. We intro- 
duce the following sums depending on a 


P 3P 
? = > erriaz” « T, = b e2riaz” « 
z=1 


z=1 


8S wi X erriak ; 


V = as e2tiavn “ V, = \ e2riay™e! : 
v v71 


Sy = » erie"; , 
4 
and consider the integral 
1 
I, salhises i TT, V?S? Vy S, erie’ doy 
0 


where, for the interval of integration, we can substitute the interval 
—risasl-r'. 
For every a in the last interval we have the following representation 


1 
0<q<rT; lz|s— 


(2) a= . 
qT 


+2; (a,q) = 1; 


O18 
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We divide this interval into intervals of two classes. In the first class we 
include the intervals with 
O0<qsvP; —risz 


(a, q) = 1; 


IIA 


—1 
Fe 


a 
— Se 


in the second class, the remaining intervals. 

We can verify without difficulty that the intervals of the first class do not 
overlap, and they contain all those values of a which may be represented in 
the form (2) with g < ~/P. Therefore every a from the intervals of the second 
class may be represented in the form (2) with 


q>vP. 


Corresponding to this division of the interval of integration, the integral 
I,,~ may be represented as a sum of two terms 


Iu = Hy + Ags. 


4. Asymptotical formula for H,,. In order to calculate H,,1, we consider 
the following functions of z 
2P 
y i I e2rizz” dx; 
P 


P 3P 
g= e2rizen dx : 71 = e2riza” dx : 
0 0 


2R 
w= | exe dr, 
R 


At first we find an asymptotical formula for T. We put 
r=tg+r; r=0,1,---,q-—1 


where, for every value of r, the number ¢ runs over the set of integers satisfying 
the conditions 


(3) —rqi<ts(P—-r)¢'. 
We obtain for T 


T= 7 > ott (Zt) t+r)” ie oka ae 


r=0 ¢ r=0 
K. = > e2rizan(ttrq—hn 
t 


but the function 


S® = |z| qr + rq)" 
satisfies in the interval 3 the conditions of lemma C. Therefore 
(P—r)q71 


K, = e2rizar(tt+rq—1)” fy + 56. = ? + 562. 
q 


rq-l 
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Hence we obtain for T 
(4) T = ¢Ba,q + O(@). 


In a similar way we find 


(5) Ti = 91 Ba,q + O(9) 
(6) V = VB, + 0); 
and finally 


.a 
2Qri— y"r 


Vy = We ati "+ 0(q). 


r=0 
But 
a nan Baie = wo 
etter BS iar’ 4 0@; 
?, q r=0 
hence 
1 iret 2ri—y"r" we ey eta y"v + o( 4) 
qa° “RS R 
Therefore 
(7) War ee 40M). 
Now we find 
(8) S=de"*s' 4 O0(jz|XP™-); 
E 
and since 
|z| Xi ¥*R" <|2|Xi Pr", 
we have 
(9) 8S = yee 4 O(l2| Xi P-). 


fy 
Finally, since 
No — NP? <N SN, 


we have 


(10) go” Seton te G STEM 2 OF) 9) Pet). 
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We put 

Za Pt: [i oP, 
(11) 

Z=\|z|", if |2z|2P. 
Then we can easily verify that 

9KZ; nK«dZ; vy<K<Z. 


Therefore by lemma A, we obtain that the main term of the right part of 
the equalities (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10) is 


KZ’; KZ’ ; KZq’ ; «KR; KX; «KX; «1. 
The ratios of the remaining terms to the last values are 
KZ gt + R1qg+[2|P?*<Pt (14+ |z| P*). 
Hence we find with help of (4), (5), (6), (7), (8), (9), (10) 
(12) TT, V? V, S? S, ee" = FYE, + O(Z* q+ RX? X; P-' {1 + | z| P*}) 


where F’, depends only on z, y, n and No, and 


;= 2 rit y"ur —2ri* 
(13) By = Bi (Dest) ye ore es Bye XX, Re. 
g 


ul 


We multiply (12) by dz and integrate from z = — 7! toz =r. Then we 
find that the part of H,,; corresponding to the interval with any a and q is 
equal to 


Q, E, + L 


where Q, depends only on y, n and Nop. Now 


; Pp7n qi ; 
L « X?X,RP- ¢ (| pode + | Pz*de) «K X?X, RP? ¢. 
0 pn 


If a runs over the numbers 0, 1, --- , g — 1 relative prime to q, and q runs 
over all values satisfying the condition 
0<qsvP, 
we obtain 
VP 
(14) Hy = Q,D, + O(X?X: RP™); Dy = >) >) & 
q=1 a 


where E, is defined by formula (13). It is evident that Q, and D, are real. 


5. Estimation of Q,. We sum up the equality 
(15) Iw = Hyi t+ Ay,2 
























, of 


we 


ON WARING’S PROBLEM 401 


of 3 for all values of N satisfying the condition 
No —- NP? <NENp. 


The result of summation of the left side is equal to the number of solutions 
for z and N, of the system of inequalities 


(16) Ni - NP? <2" SM, 
where 
Ni = No — 2] — 28 — +++ — Leas — U— UU’ —Yy" Hy, 
and z runs over the set of values 1, 2, --- 3P, every x; runs over the set of 
values 1, 2, --- , P; u and w are the values described in 2 and wu’ take on the 


same values as u (independent of u). 
With help of (1) we find 


Ni — NP > a Gy 2°P* — 4nP* — 3. 2*P" — NoP- 

= 2"P* — NoP-' > P*. 

The number of solutions of the inequalities (16) for every given N, is equal to 
Ny — (Mi — NoP-)’ + O(1). 


Therefore for all No exceeding a certain c; 2 c; we obtain that the number of 
the mentioned solutions is 


> Pr, 
Hence it is easy to see that the whole number of solutions of (16) is 
> X?X,RP*" NoP-'. 


Now we perform the summation of the right side of (15). At first we per- 


form the summation of H,,;. The part of Hy,; corresponding to q = 1 is equal 
to 


Q, X? XiR 
and its summation for all mentioned values of N is equal to 
Q X?XiR {NoP-! + O(1)}. 
Then we perform the summation of the part of H,,, corresponding to any q > 1. 


By lemma D, we have 


op era 1 


N 


< 
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Therefore by (13) and 


ase < qlogq 
"%y) 
q 
we find that the result of summing the named part is 
«|Q,| X2XiRq. 
Now it is easy to see that the result of the summation of H,,; is equal to 
Q,X?XiR{NoP- + O(1)} + O(X?XiRP#-* NoP-'). 


For the summation of H,, 2 we notice that among the intervals of the second 
class is 


(a) > 73> Pret : 


hence 


Dearien «th «pet, 
(a) 


Thus we find 


2jHes « Pt"? XRP I 2 PF lta da 


« P**-! XX,RP*+ & P*” X*XiRPe+; 
and as 
logo < logn — kv < —logn — log64+»< —log8; o—}4<}-—}= -3, 
we find that the last expression is 

K XX RP! | X*X RPM NoP-. 
Thus we find as a result of the summation of the equality (15) 
X?Xi RP" NoP & Q,X?XiR{NoP™ + O(1)} + O(X2X, RP NoP-). 

Therefore for all N = cg where c4 > c3 we have 


(17) Q, > P*, 
6. Estimation of D,. It follows from the formula (13) that 


a 
—27ri-N 
E, = ye q wd: itl 


Ne 
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where 
Ne = N —&— #' — y*u;; 
therefore 
VP 
D, = Dd) Dd A(N2), 
No q=1 
and by lemma B 


D, = >> C(N2) + O(X?XiRP—) > X?X,R + O(X?X, RP). 
No 


Therefore for all N = cs, where c; = c4 we have 


(18) D, > X*XiR. 
We deduce from (14), (17) and (18) that, for all No = cs where cs = cs, we have 
(19) Hy, > X?X, RP*. 


7. The fundamental integral. Now we put N = N, and investigate the 
integral 


Y 1 
Ino = Zz Ty, we = [ ~*7, Ves Re V,S,e77i7%0 da. 
y=1 0 y 


By dividing the interval of integration into intervals of two classes as in 3, we 
represent the integral Iv) as a sum of two terms 


(20) flip ae 


Here we have 


A, = Ay. 
y 
Therefore by formula (19) we find that 
(21) H, > X°?X,YRP*. 


8. Estimation of H,. If a belongs to one of the intervals of the second class, 
then 


1 v 
VP <qs71<XP’" ?; r<(f).. 


We find 
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where 


2 = > > min (R*, (at) ; t=y"— yi; |t| <2". 
y Yi 


Now the number of solutions of the Diophantic equation 
y*—yi =0 
is equal to Y. Therefore the part of the sum Q, corresponding to the case 
t = 0, is equal to 
ve. 
If t is not equal to zero, then the number of solutions of the equation 
y*—-yi=t 


is <q’. Besides, as (a, g) = 1 and |t| < g2-', we find that the least positive 
residue r of the number at modulo q is not equal to zero; and, for different 
values of t, we have different values of r. The absolute value s of the absolute 
least residue of the number at modulo gq corresponding to any value of ¢ distinct 
from zero is also distinct from zero, and s can be equal to a certain value < ¢ 
times. Therefore, as 


-1 -1 
y= (2 #) -(: $) > 2 
(at) pies phigy . 


we find that the part of the sum Q, corresponding to values of ¢ distinct from 
zero, is 


£ gits 
«K Pe t « gi, 


s=1 


Thus we have 


> V,S, « VX, R(YR" + q*?*) « X, YR VR*°X}Y"; 
y 








and by 2 the last expression is 


K Xi YRV RY < X,:YRP’ CARES 


Therefore we find 
Oy | le BS ee 
H <«K px ame =)§ 4 ai 2ri(u-u’)a ‘ 
2 1 : > >; e€ a 


But the integral in the right side of the last relation is equal to 
PX « PX?P-*t1+9 = X?2P-*tte - 
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hence 


3 se 2. 
¢ i 


He < P™X°?X,YRP?” 4 4°! 


Now we have 


v y 3 vo v 
tap get ea 1— > ee te); 





: 2 
log (6no — o) < log 6 + 2 logn — a> + *) -; 
2nlogn+nlog6—1 2Qnlogn+nlog6—1 » 
< in a mihi 
< log 6 + 2 logn - == 
< — 1.32 7, 
6no —o¢ <1— 1.17; H(1 — » — ne +0) >8. 
Therefore 
(22) He K P**X?X,YRP-. 


9. Proof of Waring’s theorem. From (20), (21), (22) we deduce that, for 
all No = c where c 2 cs, we have 


Ing > X°XiYRP*" > 0. 
But Iv, is the number of representations of No in the form 
No= 2" +254 +--+ 2ing tutu’ +y"uy 
where 2, 21, -++ , Zan—z, U, U’, U1, y Tun Over the sets of numbers which we have 
already described. The right side of the last equality is a sum of 
4n — 2+ 3k < 6n log n + 3n log 6 + 4n 
terms of the form ¢", where ¢ => 0. Thus we obtain the theorem stated at the 
beginning of this paper. 
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ON THE FOUNDATION OF ABSTRACT ALGEBRA. I 
By OystTEIn ORE 
(Received September 26, 1934) 


It is obvious to any connoisseur of abstract algebra that by the study of the 
structure of the principal domains of algebra like group theory, ideal theory, 
hypercomplex systems, rings, moduli, etc. one has arrived at a great number of 
results showing close relationship and similarity. It is natural to expect, then, 
that these results may all be derived from a common source and several authors 
have tried to weld together these theories by the introduction of sufficiently 
general domains. Most notable among these attempts are the so-called gen- 
eralized Abelian groups studied extensively by Krull. However none of these 
theories cover satisfactorily all of the principal algebraic theories. 

There is another method of unifying these theories which has also been at- 
tempted by several authors. It consists in a further abstraction: of the domains 
considered. In the discussion of the structure of algebraic domains one is not 
primarily interested in the elements of these domains, but in the relations of 
certain distinguished sub-domains like invariant sub-groups in groups, ideals in 
rings and characteristic moduli in modular systems. For all of these systems 
there are defined the two operations of union and cross-cut satisfying the ordinary 
axioms. This leads naturally to the introduction of new systems, which we 
shall call structures, having these two operations. The elements of the structure 
correspond isomorphically with respect to union and cross-cut to the dis- 
tinguished sub-domains of the original domain while the elements of the origi- 
nal domain are completely eliminated in the structure. Let us observe at this 
point that in several theories like ideal theory one has other operations on the 
elements of the structure, for instance multiplication; but it is an interesting 
fact, which the following theory will bear out, that most of the results on the 
decomposition of ideals are entirely independent of the existence of a multi- 
plication. It is only in integrally closed rings like in the theory of algebraic 
numbers that the decomposition theorems naturally take on a multiplica- 
tive form. 

We have mentioned that in algebraic theories one usually only considers cer- 
tain distinguished sub-systems and not all sub-systems, for instance mainly 
invariant sub-groups and not all sub-groups in group theory. The reason for 
this choice lies in the fact that the corresponding structure satisfies a further 
axiom connecting cross-cut and union. This axiom I have called the Dedekind 
axiom. This nomenclature is justified by the fact that Dedekind! showed that 


1R. Dedekind: Uber die von drei Moduln erzeugte Dualgruppe. Math. Ann., 53 (1900). 
Werke, vol. 2, pp. 371-403. 





406 








ABSTRACT ALGEBRA 407 


in-a finite structure (dual group) it represents the necessary and sufficient con- 
dition in order that the Jordan theorem about the invariance of the length of 
principal chains shall hold. Any structure satisfying the Dedekind axiom will 
be called a Dedekind structure and hence the following abstract formulation of 
algebraic theories is identical with the theory of Dedekind structures. 

This formulation creates however immediately certain difficulties and these 
difficulties probably explain the reason why so little progress has been made 
up until now along this line. The first difficulty lies in the fact that since the 
theory of structures entirely eliminates the elements of the original domain we 
have no longer the convenient tools afforded by considerations on residue sys- 
tems and co-sets. Secondly, isomorphisms and homomorphisms of algebraic 
systems have always been defined in terms of the elements. It is the object of 
this paper to give the foundation of the theory eliminating these difficulties. 
The second paper will contain the actual decomposition theorems for algebraic 
systems in a unified form. The theory gives, as one should expect, a great deal 
of simplification and also many new results. 

In the first chapter of the present paper one will find a discussion of the proper- 
ties of structures and the Dedekind axiom. I mention that some parts of the 
results are only restatements of facts obtained by Dedekind? and G. Birkhoff.* 
In the second chapter one finds the theory of homomorphisms of structures. 
This is a more complicated problem than in ordinary algebraic systems. One 
type of homomorphism is defined by the so-called neutral elements of the struc- 
ture. The homomorphisms defined by connected systems are of considerable 
interest since they lead to a simple definition of dimensions‘ for all groups or 
rings satisfying the descending chain condition. 

In the third chapter we show how every structure generates a quotient struc- 
ture. The quotients correspond to the co-sets in group theory or residue systems 
in ideal theory. The quotient structure is proved to be a Dedekind structure 
when the original structure has this property. Transformation of quotients is 
then defined and various theorems on the transformation of different types of 
expressions are proved. I mention that the notion of transformation is derived 
directly from the transformation which I have applied systematically in the 
theory of non-commutative polynomials.’ From the transformation one is led 
to the notion of similarity of quotients and this furnishes us with an adequate 
substitute for the notion of isomorphism in the original system. Finally one 





* See the paper cited above and also: R. Dedekind: Uber Zerlegungen von Zahlen durch 
- gréssten gemeinsamen Teiler. Festschrift, Braunschweig 1897, Werke, vol. 2, pp. 

3-147, 

* Garrett Birkhoff: On the combination of subalgebras. Proc.-Cambridge Phil. Soc., 29 
(1933), pp. 441-464; Note on the paper: On the combination of subalgebras. Ibid., 30 (1934); 
Applications of lattice algebras. Ibid., 30 (1934), pp. 115-122. 

‘Comparable to the notion of dimension in the theory of polynomial ideals developed 
by E. Noether, 

*See for instance Oystein Ore: Theory of non-commutative polynomials. Annals of 
Math., (2) 34 (1933), pp. 480-508. 
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finds a discussion of the so-called distributive law and a proof of the general 
Schreier theorem for structures. 


Chapter I. Dedekind structures 


§1. DEFINITION OF A STRUCTURE 


In the following we shall study the properties of a system = consisting of 
elements denoted by capital Latin letters A, B,---. In = there shall be de- 
fined a relation of inclusion A > B or A contains B, which may also be stated 
in the equivalent form B < A or B is contained in A. This relation shall have 
the following properties: 


A>A 


(ay) 
From A > B > C follows A >C. 


We define equality A = B in = as the simultaneous existence of the relations 


A>B, B>A. 


This definition of equality is seen to satisfy the ordinary axioms 
(A= BorAx#xB 

A=A 

From A = B follows B = A 

From A = B = C follows A = C. 


Equality 





It is convenient to agree to write A 2 B when equality of the two elements is 
possible, and A > B when equality is excluded. When neither of the relations 
A = Bor B 2 A hold, we may write A || B. The system 2 is then a partly 
ordered set in the terminology of Hausdorff. 
We shal) further assume that 2 satisfies the following two axioms: 
a2. To every couple of elements A, B there exists an element D = (A, B), the 
cross-cut of A and B, having the property that 
DsA, DsB 
and dD < D for every other D, having the same property. 
a,. There exists an element M = [A, B}, the union of A and B such that 
M2A, M2B 
and M, 2 M for every other M, with the same property. 
Any system satisfying all of the axioms (a:) (¢ = 1, 2) shall be called a 
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structure and (a;) the structure axioms. The definitions of cross-cut and union 
show that they are uniquely defined and that they satisfy the following relations: 


(A, B) = (B, A) [A, B] = [B, A] 
(A Aye A |A, A] = A 
@) (4, (BO) = (A, B), ©) LA, [B, Cl] = (14, Bl, C) 
[A, (A, B)] = A (A, [A, B]) = A. 


There is a dualistic correspondence between the two operations of forming 
cross-cut and union. 

One may also, as preferred by several authors, use the relations (a) to define 
the structure. In this case we define A > B through the existence of the two 
equivalent relations 


[A, B}) =A, (A,B) =B 


A subset 2’ of 2 is said to form a sub-structure when it is closed with respect 
to the formation of cross-cut and union. It is obvious that when A > B, then 
all elements satisfying 


A2S2B 


form a sub-structure, which we may call the swb-structure between A and B and 
which we may denote by A/B. 
An element Oo such that 


[A, Oo] = Oo 


for each element A in = shall be called the all element of 2. An element Ey 
such that 


(A, Ko) = Eo 


for each element A in = shall be called the unit element of 2. Both the all 
element and the unit element are seen to be uniquely determined. 

We shall say that a sub-structure 2’ in = is dense in = when it has the prop- 
erty that when A and B S A belong to >’ then every element in 2 between 
A and B also belongs to =’. These remarks show that the sub-structure A/B 
is dense in 2 and has the unit element B and the all element A. 

Let us finally make the following observation. The definitions (a) obviously 
permit the extension of the notion of union and cross-cut to any finite number 
of elements. In many important applications the following, considerably 
stronger, axioms are satisfied: 

as. Any finite or infinite set of elements of = has a unique union. 

a;. Any finite or infinite set of elements of = has a unique cross-cut. 

We shall say that a structure > is closed with respect to union (cross-cut) when 
as (a;) is satisfied, or simply closed when both a; and a; are satisfied. 
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An important type of structure are the chains. We define: A chain is an 
ordered structure. For any two elements A and B in a chain I one of the three 
alternatives 


AME 2 eh Ree 


is fulfilled. A chain between A and B in a structure > is a chain having A and B 
for its first and last elements respectively. 

In the algebraic applications of the theory of structures one usually con- 
siders cases in which the following condition, known as the descending chain 
condition holds: 

Bi. The number of terms in any descending chain 


A=A)>Ai>-:--- >A, =B 


between any two elements A > B in the structure = is finite. 
Corresponding dualistically to 6, we have the ascending chain condition: 
Bo. The number of terms in any ascending chain 


B=B<Bi<-:--<Bw=A 


between any two elements B < A in the structure = is finite. 

The descending chain condition is equivalent to: 

Minimal condition. When the descending chain condition holds, then every set 
of elements in = containing a given element Ay must have minimal elements, 1.e. 
elements containing no other element of the set. 

It may also be formulated in the following way: 

Induction condition. Let the descending chain condition holdin. If a theorem 
holds for an element Ao and if it holds for A when it holds for all elements between 
A and Ao, then the theorem holds for all A containing Ao. 

If this were not true, there would be a minimal element A for which it were 
not true, and since it holds for all elements = Ao contained in A we are led to a 
contradiction. 

It should be observed that the ascending chain condition may be stated in 
similar ways. 

Let us now suppose that the structure 2 satisfying the descending chain 
condition has a unit element Hy. Then every descending chain A; > Az > --:: 
is seen to be finite, and conversely, if every descending chain is finite, then 2 
must contain a unit element. 

We mention the following result: 

THEOREM 1. When = has a unit element and the descending chain condition 
holds, then every sub-structure Xo of = has a unit element. 

It follows namely from the minimal condition that 2» contains a minimal 
element Ao and the cross-cut of Ao with any element of 2» must be equal to Ao. 
Now let = be a structure in which every descending chain is finite and let M 
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be an arbitrary infinite set of elements A; in 2. It is then easily seen that there 
must always exist a cross-cut D = (--- , Ai, --- ) of all elements of M and 
even that D can always be represented as the cross-cut of a finite number of 
elements in M. If we suppose in addition that = has an all element 0p it fol- 
lows that the elements of M have a union. To verify this it is only necessary 
to consider the set H of all elements in 2 containing all elements of M. This 
set H is not void since it contains Oo. It is a structure and hence has a unit 
element Hy according to theorem 1. The element Ho obviously has the prop- 
erties of a union of M. 

THEeorEM 2. Let > bea structure with unit and all elements. When the descend- 
ing or ascending chain condition is satisfied, then = is a closed structure. 

This theorem is of interest since it shows the relation between chain condi- 
tions and closure. In certain theories the chain condition may be replaced by 
the weaker condition of closure. 

A structure satisfying both the descending and the ascending chain condi- 
tions shall be called an Archimedean structure. We shall usually suppose, when 
not otherwise stated, that an Archimedean structure has a unit element. For 
an Archimedean structure the dualism between cross-cut and union is pre- 
served without limitation, while this is not the case when only the descending 
chain condition holds. 

An Archimedean structure having both an all and a unit element shall be 
called a structure of finite length. In such a structure any descending or ascend- 
ing chain is finite, and every sub-structure has both an all and a unit element. 

We shall say that an element A > B is prime over B when there exists no 
element between A and B. A chain 


A=A >Ai>--->A,=B8B 


is called a principal chain, when each term is prime over the preceding. The 
number n is called the length of the chain. In an Archimedean structure any 
chain between two elements may be refined into a principal chain by inter- 
calation of new elements while this is not always the case in non-Archimedean 
structures. 


§3. DEDEKIND STRUCTURES 


The applications of the preceding theory to algebraic problems is quite clear. 
By a suitable definition of cross-cut and union it is seen for instance that the 
sub-groups of any group, the sub-rings of any ring and the sub-moduli of any 
modulus will form a structure. In most algebraic theories, however, we are 
Interested in more special structures with simpler properties; for instance the 
normal or the characteristic sub-groups in groups, the ideals in rings and the 
characteristic sub-moduli of moduli with any domain of multipliers. If one 
analyses the structures formed by such special sub-systems one easily verifies 
that all of them satisfy the following condition: 
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y. Dedekind axiom. When A, B, C are any three elements of a structure 
such that 


A<C< [A,B 
then t 
C = [A, (B, C)]. 


We shall call any structure satisfying this axiom a Dedekind structure. This 
nomenclature may be justified by the following historical remark: In a little 
known paper* Dedekind considered structures (dual groups) with a finite num- 
ber of elements and proved that (y) is the necessary and sufficient condition 
that the Jordan theorem shall hold in the structure and in all of its sub-strue- 
tures, i.e. every principal chain between any two elements A > B shall have ( 
the same length. 
The axiom (7) is a slightly simpler but equivalent formulation of Dedekind’s ( 
modular axiom. 
If we apply axiom (y) to 


A=(C, B= B,, C = (Ai, (Ci, Bil) 
we obtain: When 
A>C> (A, B) 
then 
C = (A, [B, C]). 


This formulation shows that the Dedekind axiom is self-dualistic, applying both 
to union and to cross-cut in the same way. 

We obtain the formulation given by Dedekind when the axiom is applied to 
the case 


A= 4A), B= B,, C = (Ci, [A1, Bil): 
vi. When C > A, then 
(C, [A, B]) = IA, (B, C)). 
By suitable substitution in (7:1) one obtains the following form 
(1) [(A, [B, C]), (B, C)] = ({A, (B, C)], [B, C]) = T., 


which was also given by Dedekind and which shows directly the self-dualistic 
character of the axiom. 

Another new formulation of the axiom, which is of interest because of its 
different form, is the following: 





6 See the first paper mentioned in the introduction. 
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v2. When C = C and 
(C, D) i (C, D) ’ [C, D) - IC, D) 


then one can conclude C = C. 
That (y2) follows from (7) is easily seen and the converse follows when (7:2) 


is applied to C and C,; = [A, (B, C)]. 
Another form of (yz) is: 
ys. From the relations 


(A, BI, C) = (A,B,C), —[(A, B), C] = [A, B,C] 


one can conclude A = B. 
In any modular structure there exist a number of identical relations which 


one can easily derive from (vy) by suitable substitutions. Detailed proofs were 
given by Dedekind. We mention in addition to (1) 


) 


[(A, B), (A, C)] = (A, [B, (A, C))) = (4, (C, (A, BI) = Saf Y 
([A, B], [A, C]) = [A, (B, [A, C])] = [A, (C, [A, B))] = Su 
and 
[(A, [B, Cl), (B, [A, C})] = ((B, Cl, [C, A], [A, Bl) =R / J 
([A, (B, C)], [B, (A, C)]) = [(B, ©), (C, A), (A, B)] = RB. 


From (2) and (3) one deduces 


[(A, B), (A, C)] oF (A, [(A, B), (B, C), (C, A))) 


(4) 
([A, B}, [A, C]) = [A, (IA, B], [B, Cl, [C, A])] 


and these may also be written in the following way which is often useful 


[A, (B, C)] 
=+ (A, [B, C)). 


[(A, B), (A, C)] #4 (A, ((B, A), (C, A))), 


(5) pe i 
([A, BI, [A, C)) - [A, ([B, A], [C, 4))] ? 


A 
A 

It should be observed, and it is easily verified, that each ef the relations (1) 
to (5) may be considered as a restatement of the axiom of Dedekind. In a 
structure in which the Dedekind axiom does not hold these identities must be 
replaced by inequalities. 

Dedekind has also shown that when the Dedekind axiom holds then the 
structure generated by three elements A, B, C is a finite structure with the 
following 28 elements: 
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[A, B, Cl], 
[A, B], [B, C], [C, A], 
Sa, Ss, Sc, 
[A,(B,C)], [B,(C,A4)], [C,(4,B)], &, 
(6) A, B, C, T4) Samy bots, 
(A,[B,C]),  (B,[C,A]), (C,[A,B), A&R, 
S., 0 i Sc , 
(A, B), (B,C), (C, A), 
(A, B,C). 


§4. ARITHMETIC STRUCTURES 


The axiom of Dedekind applies as we have observed to very general algebraic 
structures, but it should also be observed that most algebraic systems actually 
satisfy still more restrictive conditions. A very natural axiom is the following: 

5. Arithmetic axiom (distributive law). For any three elements A, B, C in the 
structure we have 


(7) (A, [B, C]) = [(A, B), (A, C)]. 


This axiom is satisfied in ordinary number theory and in any ring where 
every ideal is representable uniquely as the product of prime ideals. Hence 
we shall call any structure satisfying (6) an arithmetic structure. 

The arithmetic axiom is self-dualistic as one sees from the symmetric formu- 
lation: 


(61) ([A, B], [B, C], [C, A]) = [(A, B), (B, ©), (C, A). 


The equivalence of (5) and (4) follows from (3) and (4). It is also easily 
shown that the condition (7) is equivalent to the statement that for all A, 
B and C we have 


(8) ([A, B], [A, C]) = [A, (B, C)]}. 


One may state the arithmetic axiom in a form corresponding to the formulation 
(yz) of the Dedekind axiom: 
52. When 


(C, D) - (C, D), [C, D) 7 [C, D) 


then one can conclude C = C. 
To prove the equivalence of (52) and (8) we observe that when (6) holds the 
conditions of (52) give 


[C, C] ed [C, (D, [C, C))) =C= C. 
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Conversely, when (52) holds we observe that with the former notations we have 
[T'a, Ts) <1 [Ts, Tc] ad [Tc, T.] =R > 
(T4, Tz) = (Ts, Tc) = (Tc, Ta) = R, 


and hence T, = T's = Tc = R = R giving (6) by means of (3). 
When the arithmetic axiom is satisfied the general Dedekind structure (6) 
generated by 3 elements reduces to 


[A, B, C], 
[A, Bl, [B, Cl, [C, Al, 
(A, (B,C)],  [B,(C, A)],  [C, (A, B)], 
(9) A, B, C, ([A, B], [B, C], [C, A]) 
(4,[B, Cl), (B,[C, A), (C,[A, B)), 
(A, B), (B, C) (C, A), 
(A, B, C). 


The arithmetic axiom defines simple structures in which the laws of decom- 
position are easily established. The most common algebraic systems satisfy 
axioms less restrictive than the arithmetic axiom and more restrictive than the 
Dedekind axiom. One natural way of deducing such axioms is to require the 
identity of two elements of the structure (6) for any A, Band C. A discussion 
of all possibilities shows however that, aside from trivial cases, all conditions 
thus obtained are equivalent to the arithmetic axiom. This then proves that 
the arithmetic axiom is the only stronger axiom containing only three arbitrary 
elements A, B, C. To obtain other axioms stronger than the Dedekind axiom 
it is necessary to consider the general Dedekind structure generated by four or 
more elements. Tables corresponding to (6) can be constructed and the identi- 
fication of elements will give axioms of the desired type. A number of such 
conditions have been found but they will not be analysed here. 1 shall discuss 
them in connection with the algebraic systems having these properties. It 
should only be mentioned that the quest for such special axioms is considerably 
complicated by the fact that the Dedekind structure generated by four arbitrary 
elements is usually infinite as shown by an example given by Birkhoff.’ 

To conclude we shall make the following observations which are useful in the 
following. Let A, B, C be three elements in a Dedekind structure and let us 
suppose that for these three elements, but not necessarily in general, we have 


(10) ([A, B], C) = [(A, ©), (B, ©)]. 


We shall consider the influence of this special condition on the structure (6). 





7 See the first paper mentioned in the introduction. 
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From (2) and (10) we find immediately } 
Sa -F ({A, B), [A, C)) ak [A, (B, C)| ' 
(11) 


Se = ([B, C], [B, A]) = [B, (A, C)]. 
When (10) is applied to T'c we find R = T¢ and when (11) is applied to T, and 
T, we obtain R = T, = Ts. Since (Ts, Ts) = R we then obtain 
T,=Ts=Tc=R=R. 
When R = R is applied to (2) it follows that 
Sa = [(A, B), (A, C)] = (A, [B, C)) 
Ss = [(B, C), (B, A)] = (B, [C, A]) 
and this finally gives 
Sc = ([C, A], [C, B]) = (C, [A, B)). 


These relations show that when the condition (10) holds then the structure 
generated by these three elements is an arithmetic structure. We may also say: 


TueoreM 3. Let A, B, C be elements in a Dedekind structure. The condition 


then implies the dualistic relation 
(13) [(A, B), C] = ({A, C], [B, C)) 


and all relations which are obtained from (12) and (13) by permuting the three 
elements. 


Conversely of course (13) implies (12) and all of its permutations. 


Chapter II. Homomorphisms and isomorphisms 
§1. HoMOMORPHISM WITH RESPECT TO UNION 


Let 2 and 2’ be two arbitrary structures and let there exist such a correspond- 
ence A — A’ between their elements that every A in = has a unique image A’ 
in 2’ while every element A’ in 2’ is the image of at least one A. We shall 
say that = is homomorphic to 2’ with respect to union when the correspondence 
has the property 


(1) [A, B] + [A’, B’). 
In the same way we say that 2 is homomorphic to =' with respect to cross-cut when 
(2) (A, B) — (A’, B’). 


When both correspondences (1) and (2) hold we say that = and 2’ are homo- 
morphic and write 2 ~ =’. If there is a one-to-one correspondence between the 
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homomorphic structures 2 and 2’ we say that the structures are isomorphic and 
write 2 2’. A homomorphism between = and one of its sub-structures shall 
be called an automorphism of =. 

Let us first study the homomorphisms with respect to union (or cross-cut). 
We observe that such a correspondence preserves the order of elements. If 
namely A 2 B then 


[A,B] = A— A’ = [A’, B’ 


and hence A’ = B’. This shows that any chain in = corresponds to a unique 
chain in >’. It also shows that the sub-structure A of 2 consisting of all ele- 
ments contained in A will correspond to the structure A’ in 2’ consisting of all 
elements contained in A’. 

If we now suppose that 2, has a unit element Ej, then all elements in > cor- 
responding to Ey are seen to form a structure Ay which we shall call the modu- 
lus of the homomorphism. ‘The modulus is a dense sub-structure of 2 and 
contains the unit element Ey of = when it exists. 

Two elements A and B in = correspond to the same element in 2’ when there 
exist elements D, and De in Ap such that 


(3) [A, Di) = [B, Dy]. 


Usually we may have A’ = B’ also in cases where (8) is not satisfied. We 
shall say that the correspondence between = and 2’ is a modular homomorphism 
with the modulus Ap when the necessary and sufficient condition that two ele- 
ments A and B correspond to the same element in 2’ is expressed by (3). When 
4) contains an all-element D, the condition (3) may be expressed in the simpler 
‘form 


(4) [A, Do] = [B, Dil. 


An important type of modular homomorphism is obtained in the following 
way. Let Ao be the sub-structure of = consisting of all elements contained in 
a given element D, while A; denotes the structure of all elements containing D. 
The correspondence 


(5) A —[A, D] 


is then seen to be a modular homomorphism between = and A; having the 
modulus Ap. 


§2. IsoMORPHISMS 


Let us next turn to the homomorphisms with respect to both union and 
cross-cut. When = and d’ are homomorphic and A and B are two elements in Z 
corresponding to the same element A’ in 2’, then we also have 


[A, B]— A’, (A, B) > A’. 
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We shall say that two sub-structures of 2 are disjoint when they have no ele- 
ment in common. We may then state: 

Turorem 1. When there exists a homomorphism between = and 2’, then > is 
made up of a set of mutually disjoint, dense sub-structures Z;, each corresponding 
to a single element in 2’. 

Conversely, when = can be made up of dense disjoint sub-structures 2; such 
that the union or cross-cut of two elements A; and A; in 2; and 2; always lies 
in the same sub-structure 2, then 2 is homomorphic to the set of 2;. 

So far we have made no assumption on the nature of the structures 2 and >’. 
In the following we shall almost always suppose that the structures considered 
are Dedekind structures. One of the most important cases of isomorphism 
between such structures is given by 

TuHEeoreM 2. When A and B are arbitrary elements in a Dedekind structure, 
then the structure A/(A, B) between A and (A, B) is isomorphic to the structure 
[A, B]/B between [A, B] and B. 

We obtain a correspondence between the two structures by putting 


(6) | Ai [B, Aj] = B, 


when A, is any element such that (A, B) S A: S A and the inverse correspond- 
ence is 


(7) B, — (A, By) = Ai 
when B, is any element such that B S B,; S [A, B]. 
To prove that these correspondences give an isomorphism we first observe 


that (6) gives a unique B;, for every A; and that two different elements A; and A: 
cannot give the same B,. If namely 


[B, Ai] = [B, Ao] 
then both sides contain [A1, As] and hence according to the Dedekind axiom 
[A1, As] = [Au, (B, [A1, Aa])] S [Ai, (B, A)] = At 


and in the same way [A;, Ae] S Azso that we can conclude A; = Az. The Dede- 
kind axiom also shows that every B, has the form (6). In the same way one 
shows that (7) gives one A; to each B, and that different elements B,; and B: 
give different elements A; and Az. To show that (7) is the inverse of the 
correspondence (6) we observe that according to the formulation (71) of the 
Dedekind axiom 


(A, Bi) = (A, [B, Ai) = [Ai, (B, A)] = Ai. 
It is furthermore obvious that when A; — B,, Az —> Bz then 
[A1, Ae] > [Bi, Bo]. 
To prove finally that 
(Ai, A2) — (Bi, Ba) 
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we have to show that 
[B, (Ai, A2)] = ((B, Al, [B, Ad]) 


and this is a simple consequence of the second equation (5) in Chapter I. 

Theorem 2 gives the key to a great number of the fundamental properties 
of a modular structure. Let us first mention: When A is prime over (A, B), 
then [A, B] is-prime over B and conversely. A more general result is: 


TurorEM 1. When 
y, (A,B) <A1<---<4A,=A 
is a principal chain between (A, B) and A, then 
B < [B, Ai] < [B, A2] < --- < [B, A,] = [B, A] 
is a principal chain between B and [A, B). 
The simplest principal chains are 
[A, B] > A > (A, B) 


(8) 
[A, B] > B > (A, B) 


where each term is prime over the preceding. We shall say that one chain (8) 
is obtained from the other by a prime transposition. The main theorem is then 
the following: 

THeoreM 4. When there exists a finite principal chain between A and B in the 
Dedekind structure Z, then all principal chains between A and B have the same 
length and one can be obtained from another by successive prime transpositions. 

This theorem may be proved as in ordinary group theory by induction with 
regard to the length of the chain. It is also a special case of the Schreier 
theorem which we prove in Chap. 3, §7. 

Theorem 4 verifies that the Dedekind axiom implies the Jordan-Hélder 
theorem in Archimedean structures. For the converse I refer to the papers of 
Dedekind and Birkhoff. 


§3. NeuTraL ELEMENTS 


We shall now return to the modular correspondences considered in §1. Let Do 
be an element in the Dedekind structure = and let us write 


(9) A =B (mod Dp) 
whenever the elements A and B satisfy the condition 
(10) [A, Do] = [B, Do]. 
This definition shows that 
A= B, B=C implies A=C (mod Do) 
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and hence (9) defines a division of 2 into a system Zp of disjoint classes of ele. le 
ments. Since , 
(11) A=A; B=B, (mod Do) 

implies 


[A, B] = [A:, Bi] (mod Dp) 


we can define the union of two classes {A} and {B} in 2» as the class {[A, B}} 
to which [A, B] belongs. 

Let us next try to find the condition that the cross-cut of two classes may be 
defined in the same way, so that 2» becomes a structure homomorphic to 2. 
In order that the congruence (11) shall imply 


(A, B) = (Ai, Bi) (mod Do) 
for all A and B it is obviously necessary and sufficient that always 
({A, Do], [B, Do]) = (A, B) (mod Do) 
or 
(12) ([A, Do], [B, Do]) = [(A, B), Dol. 


We shall say that Do is a neutral element of = when (12) holds for all A and B. 
One could also have defined a different type of class-division by introducing 
left-hand congruences 


(mod D) A=B 
when A and B satisfy the condition 
(13) (A, Do) = (B, Do). 


As before one finds that this class-division gives a structure homomorphic to 2 
when 


(14) [(A, Do), (B, Do)] = ([A, B), Do) 


for all A and Binz. The condition (14) corresponds dualistically to (12) and 
one is a consequence of the other as one sees from theorem 3, Chapter I. This 
theorem also shows that in the relations (12) and (14) the elements A, B and D 
may be permuted at will. 

We shall now suppose that = has a unit element E) and an all element 0b. 
We have already observed in §1 that the correspondence (10) gives a modular 
homomorphism with respect to union between > and 0)/D»y. When Dp is a 
neutral element we also have 2 ~ O,/Dy. In the same way one finds that 
the correspondence (13) gives a homomorphism between = and Do/Eo. 

We sum up these results in 

TuroreM 5. Let 2 be a Dedekind structure with the unit element Ey and the 
all element Oo. An element Dy is said to be neutral in = when one of the two equiva- 
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lent conditions (12) or (14) holds for all A and B of =. For a neutral element we 
have the homomorphisms 


zZ~ Oo/Do, =~ Do/ Eo 
defined respectively by the two correspondences 
A —[A, Di, A — (A, Do), 


and all modular homomorphisms may be defined in this way. 

The two elements Oo and £» are always neutral. In an arithmetic structure 
every element is neutral and hence we always have 2 ~ A/E, or even = ~ A/B 
where A > B are any two elements. 

Another result which may be deduced simply from the conditions (12) and 
(14) is the following: 

The set of all neutral elements of = 1s an arithmetic sub-structure. 


§4. ConNECTED SysTEMsS 


We shall next consider another important type of homomorphism. We sup- 
pose as before that 2 is a Dedekind structure. Two elements A and A shall 
be said to be connected when there exists a finite set of elements A; such that 


(15) ASA,S --- 24,24, 
where A; either contains and is prime over A;,: or A+: contains and is prime 
over A;. The notion of connectivity is obviously transitive. The set of all 
elements which are connected with a given element we shall call a system of 
connectivity. We shall now deduce various properties of these systems. 

Let us first suppose that three consecutive elements in (15) are related in the 
following way 


(16) Aia> Ai < Ax. 


Then obviously A; = (Ai+, Ass1) and according to a remark in §2 we can 
replace (16) in the sequence (15) by 


Aa < [Ain Ain] > Ass. 
This reduction shows that one can always suppose that (15) has the form 
(17) A<A,<.--. <Ayi < A.> Ani > ++: > An> A, 


or also beginning with a descending chain and ending with an ascending chain. 
The relations (17) imply that the element A, contains the union M = [A, A]. 
This union is also connected with A and A since the sequence 


A 3 (M, Ai) S (M, A:) S$ --- S$ (M, A.) = M 


is seen to form a principal chain between A and [A, A], when eventual equal 
terms are omitted. In the same way there exist principal chains between A 
or A and (A, A).. These remarks show: 
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TuEorEeM 6. Every system of connectivity is a dense sub-structure of 3. 

Now let I and I’ be two systems of connectivity, and let A and B be elements 
of I while A’ and B’ are elements of I’. It is then easily seen that (A, A’) 
and (B, B’) are connected and the same holds for [A, A’] and [B, B’]. The 
cross-cut of an element in I’ and an element in I’ therefore always belongs to 
the same system of connectivity, which we shall denote by (I, I’). In the 
same way [I’, I'’] is the system containing all [A, A’]. In this way we have 
made the systems of connectivity into a structure, and one sees: 

Tueorem 7. A Dedekind structure 1s homomorphic to the structure formed by 
its systems of connectivity. . 

Now let > have a unit element E) and satisfy the descending chain condition. 
From a result obtained in §2, Chapter I, it follows that each system of con- 
nectivity I’; has a unit element #; and that IT; consists of all elements which 
may be obtained from £; by a finite ascending principal chain. We mention 
at this point: 

TureorEmM 8. When E; is the unit element of T; and E; the unit element of T; 
then [E;, E;,] is the unit element of [T;, T;]. 

If there were an element £Z in [T,, I';] such that [Z;, E;] is prime over Z, then 
one would have, since EZ; ¥ E,, 


[Ei, E;) _ [E, Ej] or [E, E;] 


and it follows in the first case from theorem 2 that H; would be prime over 
(E;, E), which is not possible according to the definition of Z;. One should 
observe that the analogue of theorem 8 does not hold for cross-cut, and this is 
seen to be one instance where the existence of the descending chain condition 
creates an asymmetry. 


§5. DIMENSIONALITY 


We shall apply the results of §4 to introduce the notion of dimensions in an 
arbitrary Dedekind structure satisfying the descending chain condition. This 
theory may be considered as an extension of the well known concept of 
dimensionality in the theory of polynomial ideals. It may be applied to any 
ring or group in which the descending chain condition is satisfied. 

Let Eo as before be the unit element of 2. An element Ao shall be said to be 
zero-dimensional when it belongs to the structure Xo of elements connected 
with Hy. The length of the principal chain between Ao and Ep shall be called 
the index of Ao. A zero-dimensional prime element Py is an element prime over 
Ep, i.e. an element with the index 1. Now let A be an arbitrary element in 2 
belonging to the system of connectivity T;. The length of the principal chain 
between A and the unit element EH; of I; shall be called the zero-dimensional 
index of A and shall be denoted by 7p. 

We may now consider = as made up of its systems of connectivity and intro- 
duce the homomorphic structure 2“ with these systems as elements. 2? shall 
be called the one-time reduced structure of 2. = is seen to be a Dedekind 
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structure satisfying the descending chain condition and having the unit ele- 
ment Xo. Since each element A of 2 belongs to a unique element of 2® we 
obtain in the same way a one-dimensional index i, foreach A. An element is 
said to be one-dimensional when it belongs to the structure 2; of elements in 
r connected with the unit element 2. The one-dimensional prime elements P; 
are those for which 7; = 1, % = 0. An element shall be said to be purely one- 
dimensional when it belongs to 2; and % = 0. 

This process may be continued by constructing 2°, i.e. the structure of all 
systems of connectivity in 2. We call 2® the two times-reduced structure of 
y. One can thus define two-dimensional indices and two-dimensional prime ele- 
ments, and by repeated application in general n-dimensional indices and n- 
dimensional prime elements. One obtains then, associated with each element 
A, a finite or infinite set of indices 


(18) T(A) ss (to, t1, pear ) 


and this set shall be called the type of A. If 7, ¥ 0 and all following indices 
vanish, A is said to be n-dimensional, and purely n-dimensional when 


io =o, me ss me g,_, = 0. 


An n-dimensional prime element is a purely n-dimensional element for which 
t, wl. 

In the structural problems of algebra we are usually confronted with the case 
where every element in the structure has a finite dimension and hence the type 
contains only a finite number of terms. We shall define a structure of dimen- 
sion N as a Dedekind structure with unit element satisfying the descending 
chain condition and having elements of dimension N, while the (N + 1)-times 
reduced structure consists only of the unit element. This is equivalent to say- 
ing that the N-times reduced structure of = shalJl be an Archimedean structure. 

Let A and B be two elements of finite dimensions with the types 


T(A) ae (to, ai, PEI tn) ’ 
T(B) _ (jo, ji Sede » jn) ° 
We shall say that the type of A is higher than the type of B when 


(19) 


tn = fun “tia » tet = Jr+ty tr >  * 


It is not difficult to show that when there exists an element A in = with a given 
type T(A), then there exist elements of all lower types. 

When A and B are n-dimensional elements with the types (19), and (A, B) 
and [A, B] have the n-dimensional indices r, and sp, it is easily seen that 


de + jn = Tn + 8n- 


If A and B are purely n-dimensional, then it follows from theorem 8 that [A, B] 
has the same property. 
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In a Dedekind structure satisfying only the descending chain condition not 
all elements can be joined by principal chains and hence the analogue of the 
Jordan-Hélder theorem does not hold in the strict sense. One can however re- 
place the principal chains by the following arrangement. Let A be an element 
in > with the type (19). We join A with Ep by the following chain 


Ey < AS) <--. < AY? 
(20) AY) = AY) < APY <0 CARY 


This chain is constructed by taking A‘") as an n-dimensional prime element, 


A”) as a purely n-dimensional element with the index 2, and so on until A’), 


which is a purely n-dimensional element with the index 7,. The first line in 
(20) we shall call the n-dimensional principal chain of A. Obviously it always 
has the same length7,. The element Ay) shall be called the n-dimensional com- 


ponent of A. It is seen to be uniquely determined since it is the unit element 
in the class to which A belongs in 2™. The second line in (20) we shall call 
the (n — 1)-dimensional part of the chain. It is obtained by the same process 
as the n-dimensional chain applied to the structure between A‘) and A. Hence 
every element in the second line has the n-dimensional index 7, while the 
(n — 1)-dimensional index takes the values 0, 1, --- , 7,1 and the lower indices 
are all zero. As before it follows that the (mn — 1)-dimensional component 
A‘) is uniquely determined. This process is continued until the last, zero- 


dimensional chain in (20) is reached. We shall call (20) a generalized principal 
chain for A. 

THEOREM 9. In a Dedekind structure of finite dimension there exists a general- 
ized principal chain for any element A. The components of A of the various dimen- 
sions entering in the chain are uniquely determined and the length of the chain 
between two such components is always the same. 

It does not hold, however, that one principal chain can be obtained from 
another by prime transpositions as in theorem 4, since for instance two n-dimen- 
sional prime elements usually have an (n — 1)-dimensional cross-cut and not 
only the unit element as in the Archimedean case. However, when one con- 
siders two n-dimensional elements to be equivalent when they belong to the 
same class in 2), then the theorem holds. One may use a similar process on 
each part of (20) and hence reduce the considerations to Archimedean structures 
by considering an element as equivalent to its components of a given dimension. 
This is seen to be the basic principle in various equivalence relations recently 
introduced for instance in the theory of ideals in commutative rings. We shall 
mention only Artin’s equivalence relation for ideals in integrally closed rings 
and the related considerations by v. d. Waerden and Krull. 





8 See for instance v. d. Waerden: Moderne Algebra, vol. 2. 
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Chapter III. Similarity 
§1. QuoTreNnT STRUCTURES 


When A = B are elements in a structure 2, then all elements lying between 
A and B form a structure which we have denoted by A/B and called the quotient 
structure of A and B. In the following we shall however consider A/B simply 
as a symbol for which certain properties shall be defined and the structure be- 
tween A and B is said to be the structure associated with the quotient % = A/B. 
For convenience we shall call A the enumerator and B the denominator of %. 
These quotients take the place of quotient groups in group theory and of residue 
systems with respect to ideals in rings. 

We define 


(A/B, A,/Bi) = (A, A1)/(B, Bi) 


(1) 

[A/B, Ai/B,] = [A, Aij/[B, Bi). 
These rules show that the new system © consisting of all quotients from = forms 
a structure. This structure contains a sub-structure isomorphic to 2, namely 
the system of all quotients A/E») where Ey is the unit element of 2. The defi- 
nition (1) shows that A/B = A,/B, if and only if A 2 A; and B 2 B, and hence 


one has 


A/B = A;/B, 


if and only if A = A; and B = B,;. When &; is the unit element of 2, then 
F,/Ey is the unit element of 5, and when Q) is the all element of 2, then Oo/0o 
is the all element of 5. 

TororEM 1. To every structure = with unit element there exists a quotient 
structure 2, also with unit element, consisting of all quotients A/B, A = B, and 
containing a sub-structure isomorphic to >. 

One might have performed the same construction in a somewhat more general 
way by taking two arbitrary elements A and B or even two sub-structures 2; 
and 2: in the quotient Z,/Z2. For our purposes the first construction is sufficient. 

In the following we shall study simultaneously = and its quotient structure . 
To distinguish the elements of = from those of = we shall denote the quotients 
by capital German letters. 

We can now prove: 

: THEOREM 2. Any chain condition satisfied in a structure 2 is also satisfied in 
its quotient structure 3. When = is a Dedekind structure, then = has the same 
property. 

To prove the first part let us suppose for instance that the descending chain 
condition holds in 3. Let 


A>W>--- >A’ 
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be any descending chain between two quotients % and YL’. If we write 
A,= A;/B; then 


lV 
= 
lV 


ree i 


A 
B2B,2.-- 2B 


IV 


form descending chains in = and hence are finite. This leaves only a finite 
number of possibilities for the %;. The fact that the Dedekind axiom holds 
follows by a direct application of the definition. 

Let 


(2) Pt = A;/A2, B = B,/Bz 


be two quotients. It is easily seen that 2% is prime over 8 only when A, = B, 
and A; is prime over B,; or A; = B, and Az is prime over Bz. All quotients 
of the form € = A/A shall be called unit quotients. They are seen to form a 
sub-structure of 2 which we shall call the wnit structure. Two. quotients (2) 
shall be said to be relatively prime when (%, B) belongs to the unit structure. 
In terms of elements of 2 this requires that (A1, Bi) = (Ae, Be). All unit quo- 
tients are relatively prime. 
We now define multiplication of certain types of quotients by writing 


A/C = A/B X B/C. 


The relation % = %, where Y% and $ are given by (2) may then be represented 
by the multiplication 


WX A2/Be = Ai/Bi X &. 
If three quotients are connected by the relation 
Y= Bxe 


we shall say that % is a left-hand and € a right-hand factor of A. We may write 
the last relation in the two equivalent forms 


B= AX C' = W/E, C= B'xX w. 


If a quotient 2 has the two right-hand factors ©, and ©: then it has the factor 
[G;, 2]. Now on the other hand let & = A/B and let 


Bi 354 A/B,, B. = A/B, 
be two left-hand factors of %. Then % also has the left-hand factor 
(3) (Bi, Bel = (Bi, Be) = A/(Bi, Be) 


and every quotient having these two left-hand factors must have the left-hand 
factor (3). Hence we shall call (3) the left-hand union of B, and B:: In the 
same way one may define the left-hand cross-cut of 8, and Bz as 


(Bi, Bz): = [B1, Be] = A/[Bi, Be]. 
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This quotient is a left-hand factor of both B; and %; and every left-hand factor 
of both is a left-hand factor of this cross-cut. Two quotients are left-hand 
relatively prime when the left-hand cross-cut is a unit quotient. 


§2. TRANSFORMATION 
Let 
Y= A/B, € = C/B 
be two quotients with a common denominator. The quotient 
(4) A’ = CAC = (A, C] X C = (A, Ci/C 


we shall call the transform of % by € or also the transform of A by C and write 
¥’ = CAC. 

The transformation has various simple properties resulting directly from the 
definition.? We first observe that (4) may be written 


(5) [M, B] = VAS XK B. 
When % and 8 have the same denominator, then 
(6) C(SAS)C = (C K BAC XK B). 


Next we prove: 

THeorEM 3. When a product A X B has the right-hand factor ©, then A has 
the right-hand factor BCS. : 

There exists namely in this case a quotient %, such that 


and division by S gives the desired result. Another result is expressed by the 
formula 


(7) C[M, BIC = (CAC, CBC) 


where we have supposed as before that all quotients have the same denominator. 
The corresponding result does not hold without limitations for cross-cuts. 
Using the relation (5), Chapter I, one can show however that in a Dedekind 
structure we have: : 
THEroreM 4. When € is relatively prime to [U, B] then 


C(A, BC = (CAC, CBE). 
We shall at this point also mention the identity 
(8) (C xX BA X BC X B) = CAC", 


which one obtains directly from (4). 

MDURRAE a. 

_ *For the application of the notion of transformation in some specific theories see for 
Instance my papers: O. Ore: Theory of non-commutative polynomials. Annals of Math., 
(2) 34 (1933), pp. 480-508; Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen I and II. 
Journ. f, Math., 167 (1931), pp. 221-234 and 168 (1932), pp. 233-252. 
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For the transformation of a product one finds 
CA xX BC = [A xX B, GC] X © = [A X B, B, C//[B, C] x CVC 
and the identity (8) gives, when applied to the first factor in the last term, 
(9) CA xX BC = CAC kK CBC 


where €; = SCB-'. By induction one proves: 
TueorEM 5. The transformation of a product obeys the rule 


(10). €(%, K --- KX We K M)Ct = C,W,G5' kK --- K €A6,' « CAC 
where 
©; = (Wi X --- K MCW K --- K WM) 


Various other relations may be deduced, but the ones given above are the most 
important in the applications. We shall mention only one further result ob- 
tainable directly from the definition of transformation: 

When % and B have the same denominator, then 


[A xX UA, BX BI/[A, B) = [By ABy*, Ay BAS") 
where 
Ay = VAS", Bq = AVA. 
Now let 
Y= B/A, € = B/C 


be two quotients with a common enumerator. We shall then define a left-hand 
transform of % by € through the formula 
(11) YW’ = CAC = CC" X (A, ©, = C/(A, C). 


This new concept has properties analogous to those of the right-hand trans- 
formation. It follows from the definition (11) that 


© xX €'AC = (A, Ch 


and corresponding to theorem 3 one finds that when a product 8 X Y% has the 
left-hand factor G, then % has the left-hand factor 8-!€B. Corresponding to (6) 
we obtain 


C'(STAB)C = (BV XK C€)"A(B X ©) 
and corresponding to (8) 

(8B X ©) "(BB K N(B X © = CAE. 
For left-hand transformation we have without limitation 


CA, BC = (CAC, CBO), 





- 
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where all quotients are supposed to have the same enumerator, while the cor- 
responding formula 


CA, BIE = (CAC, CBC] 


will hold in a Dedekind structure when (2, B) is left-hand relatively prime to G. 
For the transformation of a product a rule analogous to (10) may be derived. 


§3. SmmimLaRITy TRANSFORMATIONS 


Let & and € be two relatively prime quotients with the same denominator 
= A/B, €= C/B, (A, C) = 


and let us from now on always suppose that 2 is a Dedekind structure. The 
quotient 


(12) A’ = CAC = [A, C]/C 


is then said to have been obtained from & by a similarity transformation. 
Theorem 2, Chapter II, shows: . 
TuEorEM 6. When %’ is obtained from A by a similarity transformation, then 
the structure associated with A is tsomorphic to the structure associated with A’. 
To formulate the correspondence between the two structures, let A: be an 
element between A and B. We put as before 


Ai > [C, A] 
and if %, = A,;/B this is equivalent to 
(13) % > CAC = Aj. 


Conversely, when C; is an element between C and [A, C] it follows from the 
Dedekind condition that 


Ci = [C, (A, C;)] 
and hence: 
THEOREM 7. When GAC = A’ is obtained from A by a similarity trans- 
formation, then every right-hand factor A; of X' has the form 


i = €%,¢" 


where %, is a right-hand factor of %. 
It is convenient to say that the quotient %’ in (12) is obtained from by | 
expansion with ©. If conversely %’ is given, we shall say that % is obtained by | 


contraction with © from %’. The inverse of the correspondence (13) is seen to be | 


(14) WM — (4, MH) = A 


and Yl, is obtained from %{ by contraction with ©. It should be observed that 
contraction of Y’ by € is not necessarily a unique process, since there may be 
two or more quotients % and % satisfying the relation 


CAC = CAC. 


: 
{ 
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If 9% and © are arbitrary quotients with the greatest common factor D, hence 
A= MW, X D, € = @ X 9D, 
then it follows from the relation (8) that 
CAC = C,A,C;" 


(and the last quotient is obtained from 2%, by a similarity transformation. This 
\shows that an arbitrary transformation of X may always be considered as a simi- 
larity transformation of a left-hand factor of X. 

Let us now put 


(15) % = B/A, € = B/C, [A,C] = B 
ce ay and consider the left-hand similarity transformation 
(16) YW’ = CAC = C/(A, C). 


For this transformation the analogues to theorems 6 and 7 can be shown to 
hold. We are however mainly interested in the relations between the right- 
hand and left-hand notions. We first prove: 
THEOREM 8. When Y and € are left-hand relatively prime, then their left-hand 
union is also a right-hand union of right-hand relatively prime elements 


a7 [M, Ch = [CA AC, A Ca] 
and similarly when XU and © are right-hand relatively prime 
(18) [M, C] = (CAC, ACA). 
To prove (17) we use the notations (15) and obtain 
CAC = C/(A, C), ACA = A/(A, C) 


showing that the two quotients are relatively prime, and (17) is also satisfied 
since [A, C] = B. The proof of (18) is similar. 

The most important relation is the following: 

THEOREM 9. Every left-hand similarity transformation is a right-hand con- 
traction and conversely. 

When namely %, = €—GC, then one finds 


C,H,C77 = PY | 
where ©; = YC. 


§4. SIMILARITY 


We shall say that two quotients 2 and % are similar, when one quotient can 
be obtained from the other by successive expansions or contractions, or, as We 
have seen to be the same, when % can be obtained from % by r. h. and 1. h. 
similarity transformations. The notion of similarity is seen to be symmetric, 
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reflexive and transitive. In the following we shall write % = for the special 
structure isomorphism defined by similarity. Theorem 6 shows: 

TueorEM 10. The structures associated with similar quotients are isomorphic. 

Let us call 2 = A/Ba prime quotient when A is prime over B. Theorem 3 
then shows: iy 

TueoreM 11. When a product A X B is divisible by a prime quotient B and B 
is not divisible by $B, then YW is divisible by the similar prime quotient B’ = BRB. 

We further mention: 

TurorEM 12. By a similarity transformation a product of quotients is trans- 
formed into a product of similar quotients. 

From (9) follows namely 


CA xX B)C* = CAC" x CBC" 


where ©; = SCB-, and when € is relatively prime to A X B one finds that A 
is relatively prime to @. 

If one examines the Dedekind structure generated by 3 elements (see (6), 
Chap. 1) one finds that the quotients of successive elements fall into 7 classes 
of similar elements. ‘The first class is given by 


[A, B, C]/[A, B] = [B, C1/([A, BILB, C]) = [C, A]/({A, BILA, C)) 
= ([B, Cl[C, A})/([A, BIA, C)[B, C)) 
= [C(A, B)]/([C(A, B)], [A, B]) = C/(CIA, B)) 


and one obtains two other classes by permutation of letters. Three other 
classes are obtained by interchanging union and cross-cut. ‘The final set is 
perhaps the most interesting” 


([4, BILA, C])/[A(B, C)] S ([A, BIB, Cl) /[B(A, C)] = ([B, CIC, A])/(C(A, B)] 
R/T, >=R/T, >R/T, =T7T,/RST;/R=AT_/R 
= (A[B, C])/[(A, B)(A, C)] = (BIA, C])/[(A, B)(A, ©)] 
= (CIA, B))/[(B, C)(C, A)}. 


One may introduce other, more restricted types of similarity. We shall say 
that &’ and %” are simply similar, when both can be obtained by contraction 
or expansion from the same quotient %{. Two similar quotients may then be 
connected with a series of quotients, one simply similar to the next. 

TuEorEM 13. All unit quotients are simply similar and every quotient similar 
fo a unit quotient is a unit quotient. 

The first part of the theorem results from the fact that every unit quotient 
—_—_—_ 

These relations were all indicated by Dedekind (loc. cit.) and also later reproduced 
by Birkhoff (loc. cit. first paper). For normal subgroups they have recently been given 
in part by Remak: Uber Untergruppen direkter Produkte von drei Faktoren. Journ. f. 
Math. vol. 166 (1981), pp. 65-100. 
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may be obtained from E/E) by expansion, and the second from the fact that 
expznsions and contractions of unit quotients again give unit quotients. 
Another type of similarity is the following. Let 


(19) % = A/Ap, S$ = B/Ao, © = C/Ay 


be three quotients with the same denominator Ao. We shall say that % and 
are direct similar whet 


(20) CAC = CBC 


where € is relatively prime to 2 and %. In terms of elements of = (20) is equiva- 
lent to 


This relation shows that in arithmetic structures, direct similarity implies identity. 
From (20) one obtains, using the Dedekind axiom, 


and putting C, = (C, [A, B]) it follows that when % and % are direct similar, 
we can choose € such that 


(22) [A, B] = IA, C] = [B, C], (A, C) = (B, C) = Ao. 


THEOREM 14. When % is direct similar to B, then every r. h. factor of X is direct 
similar to a r. h. factor of B. 

If namely % is a r. h. factor of %& then ©2%,C-! divides CBC and hence 
according to theorem 7 it is equal to some €$,C-', where QB; is ar. h. factor of 8. 
~ th “<A 
dies §5. AuximiaRY THEOREMS 

We shall apply these general remarks on transformation and similarity to 
deduce a few results which are necessary for the following. 

THEOREM 15. Let U, B, € be three quotients with the same denominator and 
let A, Band A, € be relatively prime. If the union [A%, B] has the factor © then B 
has the factor 


€ = ((M, G, 8) 


which is direct similar to ©. 
One finds namely 


(a, €] = [M, @, (4, ©) = (A, B) = Uo 


where Up is a unit quotient. A consequence of theorem 15 is: 

THEOREM 16. Let A, B, € be quotients with the same denominator and all 
relatively prime to each other. If the union [%, B] has the factor © then both 
WY and B have factors ©, and &: direct similar to ©. 








ut 
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According to theorem 15 we can put 
C, = (A, [B, C), CG. = (%, [M, C) 
and one finds 
[G:, G2] = [C, G] = [C, G]. 


Theorem 16 shows that if two quotients 2% and $ have no factors which are 
direct similar then [%, 8] has no factor relatively prime to & and to . 

We shall say that two quotients %{, and %; with the same denominator are 
semi-directly similar when there exists a ©, not containing [%, B,], such that 


(23) CWC = CBC". 
We shall also say that two quotients Y% and 8 with the same denominator are 
strongly prime when there exist no r. h. factors %f; and B; of Y& and % respectively 


such that (23) is satisfied, ie. no factor of Y& is semi-directly similar to any 
factor of 8 or conversely. 


The condition (23) is equivalent to 
[G, Mi] rose [G, Bi] 


and it follows as in §4, (22), that when such a € exists then also there exists 
a ©, defined by 


G, = (G, (A, B)) 
such that 
[G, %] = (Gi, Bi] = [%h, Bil, (Gi, [%, Bil) = (G, [%h, Bi). 


This shows: 
THEOREM 17. The necessary and sufficient condition that A and B be strongly 
prime is that any relation 


(24) [C, Wi] = [C, Bi] = [%, Bi] 
where X, is a factor of A and B, is a factor of B shall imply 
© = [%, Bil. 


Strongly prime quotients are obviously prime in the ordinary sense. We 
shall now introduce a still stronger notion of primality and say that & and B 
are completely prime when no factor of %{ in any product representation of 2 is 
similar to any such factor in any product representation of 8. We prove: 

TuroreM 18. Complete primality implies strong primality. 

Let % and 8 be completely prime and let us suppose that there exists a © 
such that (23) holds for some r. h. factors %, and %; of % and B. It then fol- 
lows from an observation in §3 that a 1. h. factor of %; is similar to a 1. h. factor 
of 8; contrary to the assumption that % and % are completely prime. 
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§6. Tue Distrrputive Law 


We shall now try to determine the necessary and sufficient conditions on two 
quotients % and $ with the same denominator in order that the distributive law 


shall hold for all quotients ©. Let us first observe that the condition (25) is 
equivalent to the requirement that for all r. h. factors € of [%, B] we shall have 


(26) € = [(A, ©), (B, ©] 


and this again is equivalent to the statement that all factors of [%, 8] shall 
have the form 


(27) © = [%, Bi 


where %; is a factor of & and %; is a factor of B. 
TueoreM 19. Let YU and B be two quotients with the same denominator and 
let us write 


D = (A, B), A= AY XD, B= BY XD. 


The necessary and sufficient condition that the distributive law (25) hold for all © 
is that AY and B™ be strongly prime. 

Let us first suppose that 2% and 8 are strongly prime and let us introduce 
the notations 


In = (A, [B, C)), Lz = (&, [G, %]), 
Tc = [(G, (A, Bl), (A, B)I. 
According to relation (3), Chap. I, we then have 
[La, Ls] = [Ls, Tc] = (La, Tc] = ({X, B], [B, Gl), (C, M]) = RK. 


All quotients (28) contain (2%, 8) and Ls is a factor of 2% and Lz is a factor of 
%. Hence the condition of strong primality gives 


(29) Tc = (La, Ls] = R. 


(28) 


This relation (29) implies the desired result (25). Using the notations and 
results of §3, Chap. I, we find namely 


Ts = (Ta, R) = (Ta, Tc) = R = [(A, B), (B, ©), (CW) 


and hence T, = Ts = R. Since [Ts, Ts] = R we also have R = R and (25) 
follows from (4), Chap. I. 

Let us secondly suppose that (25) holds and let us prove that % and 8” 
are strongly prime. We denote by %{!’ and B{” factors of A and B® and we 
suppose that there exists a €\!’ with the same denominator such that 


(30) (ars? Bo] a (os? Ci?) i (BY, 6) : 











ill 
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Let us write | 
wH=_ AM XD, B= BXD, G=CYxD b 
and multiply (30) by D: i 
(31) [%, B:] = [2h, G.] = [Bi, GJ. 
Since (27) holds we can represent ©; in the form 
(32) ©, = [We, Be] 
where %» is a factor of WU and Be is a factor of B and we can obviously suppose 
that % and B. both contain D. When (32) is substituted in (31) we find ‘ 
(2h, Bi] = (21, As, Be] — (We, Si, B>] . j! 
it) 
The Dedekind axiom then gives ge 
fe 
(M1, Mo] = [W%, (Bi, [%i, Ae])] = Wh = Ae Fi 4 
and in the same way 8, = Be and the desired result f ‘ 
CO = fx, BY] HY a 
is easily deduced. A corollary of theorem 17 is: 
THEOREM 20. Let YU and B be relatively prime. The necessary and sufficient : nt 
condition that the distributive law (25) hold for all © is that UA and B be strongly A. 
prime. 


We may apply theorem 17 to obtain a criterion for the neutral elements 
which we introduced in §3, Chap. II. We shall say that a quotient Y is neutral 
when for all 8 and € with the same denominator we have 

({a, B], ©) = [(a, ©), (B, ©]. 
According to theorem 3, Chap. I this condition is equivalent to the following 
((B, @], X = [(A, B), A, ©). 


Using the same notations as in theorem 17 it follows that % is neutral when 
for all 8 we have that A” and B™ are strongly. prime. 

We shall finally mention a lemma which will be used later. A system of | 
quotients with the same denominator 


(33) M1, We, ++ , Un 


shall be said to be mutually prime when each quotient is prime to the union 
of the rest. We prove: 

THEOREM 21. The necessary and sufficient condition that a set of quotients (24) 
be mutually prime is that for each i 


Wi - (2h, Woreee Wa] 





be relatively prime to U;. 
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The condition is obviously necessary. If it were not sufficient, let us suppose 
that 2%; has a common factor with the union of the rest. Let r be the smallest 
index such that 


N, = (2%, + at Wf ia, WM it1, ee 2,] 


has a common factor D with %;. Then Yt,-1 is relatively prime to D and 
[N,1, D] divides N,. According to our assumption [Jt,1, D] must be relatively 
prime to %, and the Dedekind axiom shows that D must be a unit quotient. 


§7. Toe THEOREM OF SCHREIER 


In theorem 4, Chap. II, we have already given the analogue of the Jordan- 
Holder theorem for Dedekind structures. In the terminology developed here 
this theorem may be expressed in the following way: 

When there exists a finite principal chain between A and B, then the quotient 
% = A/B is representable as the product of prime quotients 


Y= Bi xX--- X $, 


and any other such representation will have the same number of prime factors 
similar to the 23; in some order. 

When there exists no finite principal chain between A and B we can replace 
this result by the following general theorem which holds in any Dedekind 
structure: 

THEOREM 22. When 


(34) Y= BxX---XB=GX--- XG, 


are any two finite product representations of a quotient in a Dedekind structure, 
then it 1s possible to decompose these factors further in such a way that in the resulting 
finite products both sides have the same number of factors and the factors are similar 
in pairs. 

The analogue of this theorem for infinite groups is due to Schreier. Zassen- 
haus” gave a new proof of the generalized Jordan-Hélder theorem in groups by 
giving the necessary decompositions in explicit form. We shall apply a similar, 
slightly simplified method in the following. 


Let us suppose that in (34) 
Y= A/B, GB; = Bi1/B;, €; = Ci/C; 
where 


BaiwA, huQok 





11Q. Schreier: Uber den Jordan-Hélderschen Satz. Abh. Math. Sem. Hamburg, 6 (1928), 
pp. 300-302. 

2H. Zassenhaus: Zum Satz von Jordan-Hélder-Schreier. Abh. Math. Sem. Hamburg, 
vol. 10 (1934), pp. 106-108. 
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We shall then prove that the decompositions 
SB: = Biri X --- K Bis, G@=Gi1X--- Xi, 


where 
Bi; = (Bia, (Bi, Cra))/(Bin, [Bi, C;) 
Ci5 = (Cin, (Ci, Bpal)/(Cinr, (Ci, B,)) 


will give us the desired result. To this end it is only necessary to prove that 
for each i and 7 the quotients %;,; and ©; ; are similar. Now the quotients 


Ri; = [Bi C/(B, [Bi Ci), Sie = (Bs, C/(Ci, [C;, Bi) 


have the same denominators as %;,; and ©; ; respectively and furthermore one 
verifies that B;,; and R;, ;, likewise S;,; and CG; ; are relatively prime. Our theo- 
rem then follows from the relations 


Rif Big RI, = Sic Gi SF, = (Bis, Cj, (Bea, Cra))/[Bs, Ci). 


We shall say that a quotient 2% = A/B is transposable with a quotient 
% = B/Ao, when there exists a quotient %, = A:/Apo relatively prime to B 
such that 


AxB= (1,3), A= VAS". 


When % is transposable with %, then there exist two different representations of 
the product 


Ax B= WBA’ x AH 


with similar factors occurring in inverse order. We shall say that a quotient 

is rigid when no two consecutive factors in any decomposition of % are trans- 

posable. Any factor of a rigid quotient is again rigid. We can then prove: 
THEOREM 23. Let 


A= BxX---XB=_GxX-:- Xe 


be two arbitrary factor representations of a quotient A. The necessary and suffi- 
cient condition that it always be possible to decompose these factors further such 
that both representations be identical is that be rigid. 

The condition is obviously necessary since when two representations differ 
only in two transposable factors no further decomposition can make the repre- 
sentations identical. To prove the sufficiency we observe that when & is rigid 
then %; is a l. h. factor of G, or conversely ©; is a 1. h. factor of Bi, because 
otherwise 2 would contain transposable factors. The common lI. h. factor Bi 
: ©, can then be cancelled and the theorem follows by induction. A corol- 
ary is: 

TuEorem 24. The necessary and sufficient condition that a quotient U of finite 
length have a unique representation as the product of prime factors, is that U be rigid. 
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THE DERIVATES OF ARBITRARY FUNCTIONS OVER ARBITRARY SETS 
By R. L. JEFFERY 


(Received August 10, 1934) 


Introduction. A comprehensive study of the distribution of the values of 
the derivates and approximate derivates of measurable functions has been 
given by J. C. Burkhill and U. 8. Haslam-Jones.! In particular they show: 

If the function f is finite and measurable on a measurable set e, then almost every- 
where on e a finite approximate derivative exists, or AD+ = AD- = ~, AD, = 
AD_ = — ~, 

A simple example shows that this result does not include all the possibilities 
for arbitrary functions. Let the interval (0, 1) be divided into two sets e; and e 
with me; = mee = 1. Let f = long, andf=Oone. Then, at the points of 
é, AD+ = AD. = 0, AD, = — ~,AD-~ = ~, At the points of e AD, = 
AD- = 0, AD+ = ~, AD_ = — ~, 

In a later paper? these authors studied non-measurable functions f on a 
set e for which there exists measurable functions ¢ equal to f on all of e except 
at most a null set. Obviously no such function ¢ exists for the function f of 
the above example. In the present paper we consider for arbitrary func- 
tions f the distribution of values of derived numbers and approximate derived 
numbers over sets.’ If the function f is finite at each point of an arbitrary set e, 
then the upper right derived number of f over e, D.f*, is 


fm Se +0 - See) 


h-0 





h > Oand z + h points of e. There are corresponding definitions for the other 
derived numbers of f over e. If 
him £0) — S@) 


t>z —E—2z 


exists for all £ of e, except a set of density zero at x, then this limit is the approx- 
imate derivative of f over e, AD.f. The generality attained by considering 
derived numbers over sets rather than over the continuum does not, in itself, seem 
to be of sufficient interest to warrant special consideration. But our methods 
differ from those previously used in that measurable sets and measurable 
functions do not enter into the discussion, nor do we make any use of either 
\-derivatives,* or relative measurability.4 The results obtained are of the utmost 





1 Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, Vol. 32, pp. 346-355. 

* Quarterly Journal of Mathematics, Oxford series, Vol. 4, pp. 233-239. 

3 Saks, Théorie de l’integral, Warszawa, 1933, p. 150. 

‘ Burkhill and Haslam-Jones, Proceedings of the London Mathematical Society, loc. 
cit., p. 347; Quarterly Journal of Mathematics, loc. cit. 
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generality, and therefore contain, as special cases, all the facts concerning 
derivates and approximate derivates of measurable functions. We first con- 
sider the derived numbers and their relations to the approximate derivative by 
methods which involve nothing more complicated than the well known density 
properties of sets. Then, in order to make a complete analysis of the distribu- 
tion of the values of the approximate derivates of arbitrary functions over sets, 
we introduce the idea of metric separability. Two sets A and B are metrically 
separated if for a given e > 0 there exists a set of open intervals a containing A, 
and a set of open intervals 6 containing B, such that the total length of the 
common part of the intervals a and £ is less than «. A function f is metrically 
separable relatively to a set e, if for every real number’a, the part of e for which 
f = ais metrically separated from the part of e for which f < a. 


1. The derived numbers of functions over sets. We prove 

THeorEM I. Let the function f be finite at each point of an arbitrary set e. 
At the points of e’ Celet D.f+ < ©. Then at all of e’, except at most a null set, 
D.f* and D.f- are finite and equal. 

Let e, be the part of e’ at which 





(1) | f(z)| <M, eh <M, 0O<h<éb. 


For M sufficiently large, and 6 sufficiently small, me, > me’ — «. Let (c, d) be 
an interval containing points of e; with d — c < 6, c and d points of ¢. For 
e<a<d,let xp = c, %, Xe, --+ , Zn = & be a subdivision of (c, x) with zx; points 
of e,, Let P(x) be the upper bound of the sum of the positive terms in 


D{f(as) — fei}, 


for all possible such subdivisions of the interval (c, x). Taking (1) into account, 
we have 0 S Pfx) < 6M. Let N(z) be the lower bound of the sum of the 
negative terms in }>{f(zi) — f(ai-1)}. Then, since 


f(x) — fe) = P(@@) + N@) 


and since f(x) and P(x) are bounded on ¢;, it follows that f is of bounded variation 
over the part of e; contained on (c, d), and consequently of bounded variation 
over the whole set e;. It then follows that at all of e:, except at most a null set, 
D..f exists and is finite. We now show that at all of e,, except at most a null 
set, D.f+ = Daf = D.f_. Let e be the points of density of ¢, at which Daf 
exists and is finite. Suppose at points z of e, we have D.f+ > Daf +12, > 9. 
Then for a sequence ¢’ > 2 and tending to x 


 — f(x) 
fe) — f@) > Daf +1. 
f+ 

BAS WEEE 
. Pierpont, Theory of Functions of a Real Variable, Vol. II, p. 366, §371. 
*Saks, Théorie de Integral, Warszawa, 1933, p. 150, Th. 2. 
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But since at xz the density of e; is unity we have 
f= Fe) <p vag 
——2Z 

where § Ce, & > 2,7’ <9, & < &, and &’ — — = t(é’ — x), where ¢ is arbitrarily 
small provided ¢’ has first been chosen sufficiently near to x. Combining these 
two inequalities we have 

fe) - {© tng g-2 ‘ 

TT oa 6‘? > D. , = , ® 

Poe JS+or |? Pos" 

Since £ is a point of e:, and since 7’ < 7, this contradicts (1) if ¢ is sufficiently 


small. At points of ¢, suppose we have D.f. < Daf — 7. Then there exists a 
sequence ¢’ of e tending to z, ¢’ < x, for which 


sé’) — f@) 
Mes ue < Daf ee aps 








Since z is a point of density of e:, if x’ is fixed with ¢’ — x’ = x —%’, then there 
exists on (x’, £’) a point & of e:, for which 


LO oe IO hey ge. n’ <n, 


E—2 


and for which ¢’ — & = é(x — é’) where ¢ is arbitrarily small provided ¢’ has 
first been fixed sufficiently near to x. Since ¢’ — zx and ~ — z are negative, 
this gives 


SH) — f(x) > (& — x)(Daf — 12), SE) — fe) < (E — 2)(Daf — 1’). 


Combining these two inequalities we get 


fe) -— IO z— ¢ z—é, 
or aa ils - =e] 

For ¢ sufficiently small (2 — £)/( — £’) is arbitrarily near to unity, and again, 
since ~ belongs to ¢, we have a contradiction of (1). Since » may be taken 
arbitrarily small, and since e: contains all of e; except at most a null set, we con- 
clude that at all of e: except at most a null set, D.f+ = Df = D.f_. The set a: 
can be so chosen that me; is arbitrarily near to me’. This allows us to conclude 
that at a part of e” of e’ with me” = me’ we have D.f+ = D.f_. It still remains 
to show that’e” contains all of e’, except at most a null set. If, however, this 
is not the case there exists a part of e’”’ of e’ with me’” > 0 at which D.f+ ¥ D.f-. 
But this set e’” satisfies the conditions of Theorem I, and contains, therefore, a 
part other than a null part at which D.f+ = D.f_. But this is contrary to the 
definition of e’’”’. Hence we finally conclude that at all of e’, except at most a 
null set, D.ft = D.f-. 

If, in Theorem I, D.f+ < © is replaced by D.f. > — ~, the same method of 
reasoning leads to D.f_ = D,f*+ at all of e’ except at most a null set. Likewise 
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a supposition that D.f~ < © leads to D.f— = D.f,, and Df, > — © leads to 
Df. = D.f~, both results holding for all of e’ except at most a null set. 

Suppose for a part e’ of e with me’ > 0 we have D.f+ = — ». Then for this 
set e’ the conditions of theorem I are satisfied, and consequently there exists a 
part e” of e’, other than a null part, at which D,.-f exists and is finite. Hence 
at the points of this set e” we have D.f+ = D..f > — ©. Reasoning in the 
same way with the other derived numbers we have: 

TueorEM II. If f is any function which is finite at the points of an arbitrary 
set e, then at all of e except at most a null part, 


Df{t+> — ©, Df. < 7; Df- > — ©, Df. < ~. 


We are now in a position to state: 

THEOREM III. Let the function f be finite at each point of an arbitrary set e. 
Then, except for at most a null set, the points of e are of one of four sets with regard 
to the disposition of the values of the derivatives and derived numbers of f over e: 


E,: D.f exists and is finite. 


E;: D.f* is finite and equal to D.f_; Df. = — ~, Df-~ = @~. 
E;: D+ ts finite and equal to D.f-; Df{* = ~, Df. = — @. 
Ey: Df+ = Df-~ = ©, Df, = Df. = — @. 


Remark: If at the points of H, and £; a finite approximate derivative AD_f 
exists, then at these respective sets we have D.ft = AD.f = D.f-, and D.f, = 
AD.f = D.f-. Tosee this it is only necessary to note in the proof of Theorem I 
that at the points of e;, Daf = AD.f. The example given in the introduction 
shows, however, that at these sets an approximate derivative need not exist. 


2. Approximate derived numbers. Let the function f be finite at each point 
of an arbitrary set e. If for x a point of e 


im 16) — I@) 
_ "£a8 — wz 


exists for a set & of e of density unity at z, then this limit is an approximate 
derived number of f over e, AA.f. If there exists a number a, finite or infinite, 
such that for x a point of e 


im 1 -I@ < 
iz eer eras — zx 

for all ¢ of e except a set of right hand density zero at 2, and if 
fim £6) —S@) _ 
tz _g—2 —& 


for a set £ of right hand density unity at 2, then this number a is the upper right 
approximate derived number of f over e, AD.f+. There are corresponding 
definitions for the other extreme approximate derived numbers of f over e, 


a 





ae 
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AD.f,, AD.f~, and AD,.f_. The non-existence of one or more of these extreme 
approximate derived numbers is a possibility, because the limits involved may 
not exist for a set of unity density. We return to this point near the end of the 
paper. They do, in fact, exist at all points of e, except at most a null set. 

We shall have occasion to use the following properties of sets and functions 
with respect to metric separability: 

If the sets A and B are metrically separated, then at all points of one of these sets, 
except possibly a null set, the density of the other set is zero. If a part E of one of 
these sets is not metrically separated from the other set, then at all points of E, except 
at most a null part of E, the density of this other set is unity. 

These assertions are easily proved, and are contained in results published 
elsewhere.’ 

If the function f is metrically separable relatively to the set e, then at all points x 
of e, except at most a null set, f(£) tends to f(x) as & tends to x, § Ce, except for a set 
§ of density zero at x; that is to say, at all points x of e, except at most a null set, f is 
approximately continuous over e. 

To prove this let (ln¢.1), Ini) be a sequence of subdivisions of (— «, «) for 
which 1,; — In¢i-1) tends to zero uniformly in 7 as n tends to infinity. Let e,,; 
be the part of e for which 1,¢:1) S f < ln. Since f is metrically separable rela- 
tively to e, it follows that e,; and e,; are metrically separated for 7 ¥ 7. Hence 
the part of e,; at which the density of e,; is greater than zero or at which the 
density of e,; is zero, is at most a null part of e,;. If this null part is excluded 
from e,; for all n and i the total set of excluded sets is still a null set. Ife, ; is 
the remaining part of e,;, then for a fixed n, >>,e,,, contains all of e except at most 
anullset. Denote this set by e,, and let e’ be the set which is in e, for every n. 
Then e’ contains all of e except at most a null set. Let x be any point of e’, 
and let ¢ be given. Fix so that ln; — Int) < € for all 7. Then for some 7 
x belongs to e,;, and for on en; we have | f(¢) — f(z) | < «. But since z belongs 
to e,,; the density of e,;, and consequently the density of £, is unity at z. Also 
the density of e,;(7 = 1,2, ---7 —1,7 +1, ---) is zero at z. Since e is arbi- 
trary the truth of the assertion now follows. 

Remark: The result just established gives as a special case the well known 
theorem that if f is measurable on the measurable set e then, at almost all points 
of e, f is approximately continuous over e. 

Let the function f be finite on an arbitrary set e, and at a part e’ of e let 


fim (4) —f@) &Ce,§>2, 


tz g pene ee 
except for a part & of e with right hand density S$ } < latz. Then f is metrically 
separable relatively to e’. 
Suppose that f is not metrically separable relatively to e’. Then for some real 
number a the part G of e’ for which f = a is not metrically separated from the 





7 Annals of Mathematics, Vol. 33, No. 3, p. 449, §5. 
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part H for which f < a. Let H’ be the part of H for which f < a — c,c > 0. 
Then for c sufficiently near to zero the set H’ is not metrically separated from G. 
Hence there is a part H” of H’ at which the density of G is unity. Also, for 
ron H” and £ on G, f(é) — f(x) 2c. Hence, since G C e’ 


im 166) — S@) f(z) _ 


7 f-2 


for a set £ of e of density unity at zx. But, since x C e’, this is a contradiction. 
We conclude, therefore, that f is metrically separable relatively to e’. 

With these results at our disposal we are prepared to prove 

TueorEM IV. Let f be finite at the points of an arbitrary set e. At the points 
x of the set e’ Ce let 

im 1 — f@) —I@) b> 2, 8Ce, 
tz g — 2 : 
except for a set & of e with density S } < latx. Then at all of e’, except at most 
a null set, AD. f+ and AD.f— both exist, are finite, and are equal to each other. 

We first show® that there is a.part e” of e’ with me” = me’ at which a finite ap- 
proximate derived number over e’, AA, f, exists. Let e be the part of e’ at which, 
for § on (x, x + A), 

f@) — f(z) 
by.” FE Le —2x 
except for a set ¢ of e with m[E(z, x + h)] < (A+ &)h,0 <A < 1X4 2 <1, 
If ais sufficiently large, and 1 sufficiently small, me; > me’ — «. Let e: be points 
of density of ¢,, be points of e’ at which f is approximately continuous over e’, 
and also be such that for x a point of ¢2, we have 


mle(e — h,z)] > (1 — )hO<h <I, 


where 1’ is small enough to insure that me, > me’ — 2. Set fi(x) = f(x) — az. 
Then at the points of e; we have 


(1) Si(é) —f, (2) — 

é-—2z 
except for a set & of e with m{é(z, x + h)] < (A+ €)h,0 <h <1. Let (c, d) 
be an interval containing points of e2 with c — d < min. (I, 1’). For x on (c, d) 
let p(x) be the lower bound cf f,(£) for points of e2 on (c z). Obviously for z 
a point of 2 g(x) S fi(xz). We show that, for such a point x, g cannot be < /i. 
For, suppose g(x) = f,(z) — 7,1 > 0,2 Ce. Then there exists £ a point of 
é: on (c, x) with fi(&o) < fi(z) — n/2. From (1) we have 


(2) Silé) < fal&o) < fa(z) — n/2 


Se RET SKE SES ae 


* The method here is similar to that used by Burkhill and Haslam-Jones for measurable 
functions, Proceedings of the London Mathematical Society, loc. cit., p. 349, Th. I. 
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for all £ of e on (£, x) except for a part é with 


(3) m[E(fo, z)] < (A + €)(@ — &). 

But on (£5, x) 

(4) ml[er(go, z)] > (1 — €’)(@ — £0). 
Hence we have on this interval a set £e; satisfying (2) with 
(5) m(e:) > (1 -- A — 2e’)(x — £). 

It is therefore possible to choose a point & of this set £e; with 
(6) t—i& < (1 —) — 2¢’)(@ — &). 


We can now write equations (2), (3), (4), and (5) with & replacing &, and this 
leads to & a point of e, on (4, x) with 


(7) x— & < (l— dA — 2e’)(x — &) < (1 — A — 2e’)2(a@ — &). 


Continuing this process we have a sequence of intervals (&,, 2) and on each 
interval a set £e, with m[£e:(é,, z)] > (1 — A — 2e’)(x — E,) f(Eex1) < fa(x) — 0/2, 
and x — & < (1 — A — 2e’)"(x — &). Since 0 < 1 — A — 2e’ < 1, these rela- 
tions combine to contradict the fact that z is a point of approximate continuity 
of f; over e’. We conclude, therefore, that on é, fi = ¢. This makes f, non- 
increasing on the part of e, contained on (c,d). From this it follows that at all 
of é2, except at most a null set, D..fi exists and is finite, and consequently, at 
this part of ¢, D.f exists and is finite. Hence at these points of é2, disregarding 
the points of non-density of e, AA. f = Df. Then, since e, can be so taken 
that me: is arbitrarily near to me’, we conclude that there is a part e” of e’ with 
me” = me’ at which an approximate derived number AA,/f exists and is finite. 
Suppose for some n > 0 and z a point of e” we have 


a Se) = fla) 
fz &—2z 


for a set £ of density > \ > Oat z. Forl > 0 and sufficiently small we then 
have, 


> Ahef +1, ECe, 


S(é) — f(x) fe) — f(z) , 
Tee ee Te ang eee 


n <4, & Ce, mlz, + h)] > MM, & Ce’, mit (z, e + h)] > (1 — AA, 
0 <h <1. From these relations it follows that there is a point £ of ¢’ on 
(x, x + h) at which the density of ¢ is unity. We then have 


HE) — f(@) > (E-— z)(AAef+), ft) —S@) < (& — (AMS +7); 
which gives 


t ’ é; FUME Ly 
S(&) — fléi) > (E - £, )AAef + (é - 29 — rears n | 
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Since n’ < 7, this shows that for > &’ > z, and sufficiently close to 
£1, f() — fl) >d >0. 


Since at ¢, the density of ~ is unity, we then have 


im 12 — f(&) — fe) beh 
ma &— f; 


for a set ¢ of e with density unity at £;. But £; C e’, and we have a contra- 
diction of the hypotheses concerning e’. Then, since 7 is arbitrary we conclude 
that at the points of the set e’’, 


iim f(é) — f(z) a < A\f 


tz §-—2 i 


except for a set ¢ of e with density zero at x. And since 


im £0) — I) = aanay 


sas §—2 


holds for a set ¢ of density unity at x, we conclude that, at the points of e’’, AD. f+ 
exists, is finite, and equal to AA,.-f. The same manner of reasoning is available 
to show that AD.f_ exists is finite, and equal to AA,/f. 

It still remains to be shown that e’’ contains all of e’ except at most a null set. 
Suppose there is a part e’” of e’, other than a null part, at which the foregoing 
statement concerning AD.f+ and AD,.f— does not hold. The set e’” satisfies 
the condition of Theorem I, and consequently contains points for which this 
statement does hold. But this is contrary to the definition of e’”’. Thus e’”’ 
contains all of e’, except at most a null set, and the demonstration of Theorem IV 
is complete. 

If in the proof of Theorem IV the condition lim{f() — f(x)}/(E — 2) < @, 
{ > x is replaced by either of the other three corresponding limits the same 
manner of reasoning leads to similar relations among the corresponding ap- 
proximate derived numbers. 

THrorEM V. Let the function f be finite at each point of an arbitrary set e, and 
be metrically separable relatively to e. At the points x of e’ Ce let 


im 2 — f@) f(z) t>2z,§Ce, 


, 
we ee =. 


except for a set § of e with density S } < latz. Then at all of e’, except at most 
a null set, there exists a finite approximate derivative, AD.f. 

It follows from Theorem IV that at all of e’, except at most a null set, a finite 
approximate derived number over e’, AA,f, exists. Suppose for such a point 
of e’ we have, for 7 > 0, 


(1) fim K.-S Le) ang tn, E>2,&Ce 
tz sic 
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for a set & of e with density > } > 0 at zx. We then have, for h sufficiently 
small, 


(2) f(t) —f(z) > (E—az)(AAef+n), ft) —f@) < (# — z)(Adef +7’, 
where &’ > z, &’ Ce’, n’ < n, and where 
(2) m [t(z,z + h) > »h, m [é’(z,z + h)] > (1 — Ah. 


It follows from (1) that 


/ 
fe) — 10) > @ - HAAS + Ean — LFW]. 

This shows that for all ~ and ¢’ sufficiently close together, and for £ and ¢’ 
bounded from z, f(¢) — f(é’) > d > 0. But relations (2) show that there are 
sets £ and ¢’ which satisfy these conditions, and which are not metrically sepa- 
rated. Hence f is not metrically separated relatively to e, which is a contra- 
diction. Proceeding in a similar manner with the other possible situations 
corresponding to (1), we arrive at the truth of Theorem V. 

At the beginning of this section the question was raised as to the existence 
of the extreme approximate derived numbers which were there defined. In the 
light of the subsequent discussion it is seen that at all of e, except at most a null 
set, 





tz g —z 

exists, finite or infinite, either for a set £ of e with density zero at x, or a set é of e 
with density unity at z. From this consideration it follows that at all of e, 
except at most a null set, the four approximate derived numbers of f over e exist, 
finite or infinite. 

We now summarize the results of our investigation in 

THEOREM VI. Let the function f be finite at each point of an arbitrary set e. 
Then, at all of e, except at most a null set, the four extreme approximate derived 
numbers of f over e exist; except for at most a null set the points of e belong to one or 
the other of the four sets: 


E,: AD.f exists and is finite. 


E,: AD.f+t is finite and equal to AD._f; AD. f, = — ~, AD.f- = ©. 
E;: AD.f + ts finite and equal to AD.f-; AD.f+ = ©, AD.f.= — ~. 
E,: AD.f+ = AD.f- = ©, AD.f, = AD.f. = — ~. 


The function f is metrically separable relatively to the set E;(i = 1, 2,3). At all of 
Ei = 2, 3), except at most a null set, ADz,f exists, is finite, and is equal to the 
common value of the finite approximate derived numbers of f over e. 

It is easy to construct examples similar to that given in the introduction to 
show that f may or may not be metrically separable relatively to E,, and to show 
that there are functions for which all four sets Z,(i = 1, 2, 3, 4) exist other than 
null sets. 
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Remarks: Theorem VI contains as a special case the theorem that if f is de- 
fined on a measurable set e, and has a finite approximate derived number at 
almost all of e, then f is measurable on e. Again, if f is metrically separable 
relatively to ¢ the approximate derived numbers of f over e are distributed in the 
following manner: A finite AD,.f exists, or AD. ft = AD.f- = ~, AD.f, = 
AD,f- = — ©. Since measurable functions are metrically separable relatively 
to the sets over which they are defined this gives as a special case the results of 
Burkhill and Haslam-Jones concerning the approximate derivates of measurable 
functions. 

It is with reluctance that one departs from the point of view that the concept 
of measurability is able to give, in one way or another, all the results that are of 
interest concerning the metric properties of sets and functions of a real variable. 
The work of this paper, combined with that of the two papers of Burkhill and 
Haslam-Jones, seems to indicate that it is not even adequate for an exhaustive 
study of derivatives and approximate derivates. On the other hand, the con- 
cept of metric separability seems to be, in a sense, both necessary and sufficient 
for this purpose. In other situations,’ too, this latter concept has shown itself, 
if not essential, at least exceedingly useful. These observations lead us to raise 
the question: Is not the concept of metric separability of deeper significance than 
that of measurability for the purpose of dealing with the metric properties of 
sets and functions? 


AcapiaA UNIVERSITY, 
Wotrvitue, Nova Scotia. 





* Annals of Mathematics, Vol. 33, pp. 448-459. Transactions of the American Math- 
ematical Society, Vol. 34, Theorem II, p. 650; Vol. 35, pp. 636-647. 
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LOCALLY BICOMPACT ABELIAN GROUPS AND THEIR CHARACTER 
GROUPS 


By E. R. van KaMpeNn 
(Received May 28, 1934) 


The theory of character groups of Abelian groups, long at a standstill near 
the beginning, has been taken up recently by L. Pontrjagin.! He showed how 
the well known simple isomorphism of a finite Abelian group and its character 
group is a very special case of a dual one-to-one correspondence between com- 
pact separable Abelian groups and discrete countable Abelian groups; each 
group is the character group of its dual group and the finite groups are self- 
corresponding. The proof of this extension uses a certain amount of direct 
group theoretic-topological reasoning, and an existence theorem of characters 
of compact separable Abelian groups. This existence theorem is the result of a 
long analysis, that can be founded either on the Haar measure in locally compact 
groups? or on von Neumann’s theory of almost periodic functions in groups 
as will be done in this paper. Von Neumann remarked that the whole theory 
can be extended without any additional effort to bicompact and (unrestricted) 
discrete groups. The explicit relation between the discrete groups and its bi- 
compact character group can be found in a paper by J. W. Alexander.‘ 

Using his group theoretic duality theorem as a basis, L. Pontrjagin® then 
proved that each separable locally compact, connected Abelian group is the 
direct sum of a finite dimensional translation group and a compact group. A 
consideration of his proofs shows that the only result of the theory of character 
groups of compact groups used, is the lemma that each compact separable group 
contains in an arbitrary neighborhood of the identity element a closed sub- 
group with a particularly simple factor group (compare III, 6). A suitable 
modification of Pontrjagin’s result could be extended to arbitrary separable 
locally compact Abelian groups®™ and then, according to von Neumann’s remark 
mentioned above, to all locally bicompact Abelian groups. 





1L. Pontrjagin, Theory of topological commutative groups, Annals of Math. 35 (1934), pp. 
361-388. 

* A. Haar, Das Massbegriff in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Annals of Math- 
ematics 34 (1933), pp. 147-169. Compare, for the analysis involved, F. Peter and H. Weyl, 
Die Vollsténdigkeit der primitiven Darstellungen einer geschlossenen kontinuierlichen Greppe, 
Math. Ann. 97 (1927), pp. 737-755. 

3 J. von Neumann, Almost periodic functions in groups I, Trans. Am. Math. Soc. 36 (1934). 

‘J. W. Alexander, Annals of Math. 35 (1934), pp. 389-395. A more complete exposition 
will be given in a paper by J. W. Alexander and L. Zippin to appear shortly in these 
Annals. (Annals of Math. 36 (1935), pp. 71-85.) 

SL. C., p. 374. 

ss E. R. van Kampen, Locally compact Abelian groups, Proc. Nat. Acad. of Sc. (1934), 


pp. 434-436, 
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In this paper we give a consecutive account of the theory of locally bicompact 
groups. Though the arrangement is completely different from the one given 
by Pontrjagin, no essential simplications have been introduced except in the 
treatment of locally bicompact groups. However, it seemed advantageous to 
have the whole theory together. We have divided the paper into four chapters. 
The first contains some results of topology and group theory not restricted 
to Abelian groups. The second contains the fundamental notions of character 
and character group. The third treats the duality of discrete and bicompact 
Abelian groups, and the fourth brings the theory of locally bicompact Abelian 
groups. , 

About the notation we want to remark that wherever a set of groups, related 
as subgroups or factor groups occurs together with another set related to each 
other in the same way and related to the first set by means of the notion of 
character, we have systematically put a bar over the letters denoting one of the 
two sets of groups and their elements. 


I. Topology and non-Abelian groups 


1. For purposes of reference we list a few properties of bicompact spaces: 
a. A bicompact space is defined by the property that each covering by open sets 
of the space contains a finite covering. 
-b, A bicompact space is closed in every containing space. 
. c. Any continuous image of a bicompact space is bicompact. 
d. A one-to-one continuous transformation of a bicompact space into another 
space is topological. 
.e. The product of a (well ordered) class of bicompact spaces is bicompact.® 
Here the product K of a class of spaces K, is defined in the following way: 
Each point a of K is determined by taking a point a,, the a-coédrdinate of a, in 
each of the spaces K,. A neighborhood of a consists of all points of K of which 
all coérdinates are arbitrary except a finite number of coérdinates that must be 
contained in neighborhoods of the corresponding codérdinate of a. 


2. If A and B are subsets of a group, we write A! (AB) for the set of all 
inverses (products) of elements in A (and B). 

A topology in the group G is introduced by means of the Hausdorff neighbor- 
hoods. An open set is any sum of neighborhoods. For a neighborhood of the 
identity element 1 we use the word nucleus. The topology is restricted by the 
following three topological and three group theoretical axioms: 

A, Each point is contained in all its neighborhoods. 

A: Two different points have two neighborhoods without a common point. 

A; If two neighborhoods have a point in common, they have a neighborhood 
of that point in common. 

ee 

_ ‘For the motion of a bicompact space, compare papers by Alexandroff and Uryhson 

in Math. Ann. 92 (1924); in particular pp. 258-266. A proof of ¢ will be found in the 

second paper mentioned in footnote 4. 





<M 


pera > 





































450 E. R. VAN KAMPEN 


B,; If U is an open set, aU is an open set. 
Bz If UW is an open set, U- is an open set. 


- Bs If is a nucleus, then there exists another nucleus % such that ¥? C 1. 


As a consequence of B,; and Bz, the set Ua is open if lis open. As a conse- 
quence of B; the group space is regular: 8 C B? C U. By; and Bs mean that 
the transformations x’ = az, x’ = za, x’ = x of the group space are topo- 
logical. Bs; means that the product zy of two elements in G is a continuous 
function of two variables. 

The trivial case of a group of one element only must be excluded. 

The words “isomorphism” or “‘simple isomorphism”’ will be meant to include 
the continuity of the implied transformations. 


3. If F is a closed invariant subgroup of G, we can introduce a topology in the 
factor groups G/F by calling open in G/F any set of G/F corresponding to an open 
setin G. Only the proof of Az for G/F is non-trivial. It is enough to show that 
if aF ~ F, then G contains a nucleus % such that BF does not meet aF. The 
nucleus ¥ such that ¥? C Ul, existing according to B; in the complement Ul of 
aF, has that property. For ¥? C WU implies that VF and aF do not meet. 
Now the statement follows from BF C BF. Suppose that b is a point of BP. 
Then Sd and SF have a common point c so that b is contained in Vc C YF, 
hence each point of BF is contained in VF. 

If G is locally bicompact and F is closed in G, then G/F is locally bicompact. 
Suppose 11 is a nucleus in G with bicompact closure Il. The set corresponding 
to lin G/F is the image of {1 under a continuous transformation, so that it is 
again bicompact. But then it must be the closure of the image of U1 so that G/F 
has a nucleus with bicompact closure. 

If G is locally bicompact and F is the component of 1 in G, then G/F is 0-dimen- 
sional. For it does not contain a connected set, and is locally bicompact. Then 
it is enough to prove that if a C 1 where U1 is open and UW is bicompact, then U 
contains a neighborhood of a without boundary. Because WU does not contain 
a connected set, any pair of points in 1] is separated in 1]. So we can find, 
corresponding to each point x of the boundary 11’ of U, an open set A, without 
boundary in Wl containing a and not containing x. The bicompact set Ul’ is 
covered by a finite number of the sets Az. The common part of the comple- 
ments of those sets A, is a neighborhood of a in Ul without boundary. 


4. If Bis a nucleus of G, A bicompact and A C &, then G contains a nucleus 
YW such that AW C B. 

Corresponding to each point a of A, we can, according to Bs, find a nucleus 
YW, such that a¥W2 C BY. A is covered by a finite number of sets a¥.. The 
common part %& of the corresponding sets QW. satisfies our conditions. For 
AB C daBW,W C Yi aW? c &. 

A 0-dimensional locally-bicompact group G contains a closed and open subgroup 
E in a given nucleus U. 





en of 
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Because @ is locally bicompact and 0-dimensional, we may suppose that Ul 
is equal to its closure and bicompact. The common part % of U1 and U- has 
the same properties and 8 = B-'. We determine the set E by the conditions 
E’CBand VE CB. Then LES C %, VEE CF, E“Y = E7AY- = 
(QE) C VB = Vand VE" C Y so that HE CEandE“ CE. E obvi- 
ously contains the identity element so that it is a group and is closed. It re- 
mains to prove that Z isopen. But by the preceding statement, the sets satis- 
fying the two conditions we put on £ separately, each contain a nucleus, so that 
their common part contains a nucleus. Buta group containing a nucleus is of 


course open. 


5. In a bicompact group G any continuous complex valued function f(x) is unt- 
formly continuous in the following sense: For each ¢ > 0 there is a nucleus U of G 
such that | f(x) — f(y) | < ef ay CU. 

We can find a finite number of open sets lh, --- , U, covering G, in each of 
which f(z) has an oscillation less than e. We can find closed sets A, --- , An 
still covering G, such that A; C U;. According to the first theorem of 2.4, 
G contains a nucleus Y; such that Y%,;A; C U;. The common part of all BW, 
wecall U. If y is arbitrary in G, and zy— C U, then y is in a certain set A; and 
z = zy is in WA; C U;so that | f(x) — fly) | <.«. 

Each continuous complex valued function f(x) in a bicompact group G is almost 
periodic.” For if U is determined according to the preceding theorem then 
we can find a finite number of elements a; in G such that the sets Ua; cover G. 
Then for each element a of G we can find an element a; such that aa;’ C Ul so 
that ax(a;x)-! C U that implies | f(az) — f(aiz) | < . So the set of functions 
flax) (and analogously f(xa)) is totally bounded and f(x) is almost periodic. 

From a theorem of von Neumann’s it follows now that each continuous func- 
tion in G can be approximated uniformly by finite linear aggregates of elements 
of continuous irreducible unitary representations of G. 

As we can construct continuous functions in G having given values in two 
given points, it follows that for any two given points, a and b, G must have con- 
tinuous irreducible unitary representations that are not equal in a and b. 


II. Abelian groups and their characters 


1. We will call A-group any locally bicompact abelian group of which the 
operation is written as addition. Every closed subgroup of an A-group and 
every factor group of such a closed subgroup is again an A-group. 

We will write [F + G] for the direct sum of two A-groups F and G. 

If A, B, --- are subsets of an A-group G we will write [A, B, ---] for the 
subgroup of @ generated by all the elements. If F is a closed subgroup of the 
A-group @ and H is the factor group of F in G we will writeG@ = F ~ H. The 
a Ay 


"See J. von Neumann, 1. ¢. Ss 
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group F ~ H is of course not determined by F and H; it might for instance be 
simply isomorphic with [F + H] or not. 

It can be easily verified that if a group has the form F ~ (G ~ H) it also has 
the form (F ~ G) A H, so that there is no objection against writing it in the 
form F ~G AH. If F 7H turns out to be a direct sum of F and another 
group simply isomorphic with H, we will call that other group again H regard- 
less of the fact that the simple isomorphism is not an identity. 

The usual basis for the definition of characters of an abelian group is the 
group of multiplication of all complex numbers of absolute value one. Instead 
of that we will use an abstract group K simply isomorphic with this group the 
operation of which is written as addition. It is easily verified that K is a 
compact separable A-group and that K is simply isomorphic with the group of 
addition of real numbers modulo one. ‘ 


2. A character = of an A-group G is an isomorphism of G into K. We will 
represent the element a of K into which the element a of G is transformed by the 
character Z in the form of a product: a = a = az. The conditions for z to be 
a character assume then the following form: 

a) Za = az is a continuous function of the element a of G with range in K. 
b) (a + b) = #a + Zb. 

If %, and #2 are characters of G, #, + #2 are characters of G as can be immedi- 
ately verified, so all the characters of G form an‘abelian group *G. Later we 
will introduce a topology in *G making it an A-group G called the character 
group of G. This will be done in such a way that the product Za that is obvi- 
ously distributive in both factors, becomes continuous in both factors. 

We will say that two A-groups G and H are paired if for each a C G and 
p CA a product ap has been defined satisfying the following conditions: 

c) ap = pa is a continuous function of a and of # with range in K. 
d) (a+b)p=ap+bp; a(p +4) = ap + ag. 

As a) and b) follow from c) and d) for any fixed element of H, each element of 
Hi defines a character of G. In the same way we see that each element of G 
defines a character of H. 


3. If G and H are paired we define the annihilator (G, H) of H in G as the set 
of all elements of G the products of which with all elements of are equal to the 
zero element of K. (G, H) is a closed subgroup of G. Analogously (H, G), a 
closed subgroup of H, is the annihilator of G in 7. 


4. The necessary and sufficient condition for all characters of G determined 
by elements of H to be distinct is that (H, G) = (0); for this is necessary and 
sufficient for the 0-character of G to be represented only by the 0-element in H. 
Of course if G is the character group of G then G and @ are paired and (G, G) = 0. 


5. If G and H are paired the same is obviously true for their closed subgroups. 
A closed subgroup B of G is paired with the factor group of a closed subgroup 
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¢ of A if any product of an element of B with an element of C is equal to zero 
or in other words if B C (G, C), for then the product bj, b  B, pe 7, only depends 
on the co-set of C determined by #. 
Ps 

6. Suppose that *G is the group of characters of G, that Bis a closed subgroup 
of G, and that *H = (*G, F), then *H is the group of characters of G/F. For 
any character of G/F determines uniquely a character of G that takes the value 
zero on F and a constant value on each co-set of F, that means an element of *H. 
On the other hand each element of *H is a character of G that takes a constant 


value in each co-set of F so that it determines uniquely a character of G/F. 


7. A special type of group that will occur frequently is the translation group 
of a finite dimensional affine space carrying its natural topology. We will call 
it “translation group”’ and use the letter T to denote it. The character group 
of a translation group 7’ is simply isomorphic with T. 


III. Bicompact and discrete abelian groups 


1. For a bicompact A-group we use the notation B-group and for a discrete 
A-group we write D-group. Here we mean by discrete that each element of the 
group is its own neighborhood. 

If G is a D-group we make its group of characters *G into its character group 
¢ by the following definition of nucleus: Any finite set of elements 2, --- , 7» 
of G together with any nucleus % of K determine the nucleus U.,,...,.,,% 
of Gin the following way: Unz,...,2n,% consists of all characters of G taking 
in 2%), +--+ , t, values belonging to %. 

If G is a B-group its character group is the D-group formed by its characters 
with discrete topology. 

The character group of the direct sum of a finite number of B-groups or D-groups 
is the direct sum of their character groups. 

The character group of a finite abelian group G is simply isomorphic with G 
whether we consider G as a B-group or a D-group. This is immediately evident 
if G is finite cyclic and can be extended to direct sums of such groups. 

The character group G of an infinite cyclic group G is simply isomorphic with K 
and the character group @f K is infinite cyclic. A character Z of G is determined 
by putting y = Za where ¥ is arbitrary in K and a is the generator of G. A 
nucleus of the character group of G consists of the characters of G for which 
belongs to some nucleus of K. So G and K are simply isomorphic. The iso- 
morphisms of K into itself must transform a closed subgroup of K into0. The 
closed subgroups of K are: finite cyclic groups and K itself. The isomorphisms 
of K into K determined by these subgroups form an infinite cyclic group with 
the simple isomorphism of K into K as generator. 


2. Lemma l. The character group G of a D-group G is a B-group. 
We can write G as factor groups of a subgroup E£ of the free group F deter- 
mined by a set of generators of G. We prove first that G = (Ff, E) where F 
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Zé 
is the character group of F. This follows as far as the elements of G and (F, E) 
are concerned from H4,-3. That the topology of G and (F, EZ) is the same is 
obvious if we take in account that the sets of elements x7, --- , 2, used to define 
nuclei of G can obviously be chosen among the generators of G so that they can 
be chosen the same for G and F. 

As G is closed in F, it remains to prove that the character group F of a free 
D-group F is bicompact. As F is the direct sum of a certain (well ordered) class 
of infinite cyclic groups, F is the direct sum of a certain class of groups isomorphic 
with K. So the space of F is the product of a class of spaces homeomorphic 
with K. Thus by I, 2, e, F is bicompact. 


3 Lemma 2. If Gis a D-group and G its character group then (G, G) = 0 and 
(G,G) = 0. The last relation simply expresses that G consists of distinct char- 
acters of G. The first relation expresses that the characters of G determined 
by the elements of G are distinct so that G is a subgroup of the character group 
of G. In order to prove it we must show that no element of G (except 0) is 
transformed into 0 by all characters of G or in other words: Given any element 
a ~ Oof Gwe can find a character ¢ of Gsuch that Za ~ 0. Wecan immediately 
find such a character for the subgroup [a] of G generated by a. Then the lemma 
follows from the following statement: 

Given a character of a subgroup E of a D-group G, then we can find a character 
p of G, taking the same values on E as the given character. It is to be remarked that 
we will only use that G/E is discrete, not that E is discrete. Let 2, --- , ta, °°: 
be a (well ordered) set of elements in G representing a set of generators of G/E 
and suppose that the character p has been defined for Eg = [E, 2, --- , xg] if 
B < a; we will define the character j for E,. In order to do this we find the 
relation pt. = y, y € >, Es, with lowest possible integer p belonging to 2. If 

B<a 


py = y we put px. = y/p (one of the possible values). If such a relation does 
not exist we write jx. = 0. Now # is determined for all elements of H.. The 
existence of the desired character follows now by transfinite induction. 

Lemma 3. If G is a B-group and G its character group then (G, G) = 0 and 
(G, G) = 0. The same remarks as for the case of the D-group can be made 
here, up to the point where it remains to prove, that for each element a # 0 of G 
there exists a character < of G such that at ~ 0. By the last remark of II, 5 we 
know that G has a continuous irreducible unitary representation taking different 
values in 0 and in a. But such a representation of an abelian group G is an 
isomorphism of G into the group of multiplication of complex numbers of abso- 
lute value one, simply isomorphic with K. So there exists an isomorphism 
& of G into K, such that za ¥ 0. 


4. Lemma 4. If Gisa D-group, G its character group and Hi a closed subgroup 
of G such that (G, H) = 0, then H is identical with G9 


® See for a complete definition of the type of direct sum here mentioned III, 6, m and the 
citation there. 


* A different proof can be found in Pontrjagin’s paper, |. c. pp. 361-388. 
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a) We first assume the lemma proved for groups G with a finite basis and then 
prove it for the general case. If 7 is not identical with G there is some neighbor- 
~ hood in G that does not meet H. Remembering the definition of nucleus of G 
we see that there is a finite number of elements x}, --- , z, of G, a nucleus % of K 
and a character ~ of G such that H does not contain any character g for which 
(g — g)z; ¢ B. This is impossible for H must contain at least one character 
taking on [z:, --- , 2a] the same values as taken by < because we assumed the 
lemma for groups with a finite basis.’ 

b) We prove the lemmia for a finite group G. @ is a subgroup of G so the 
order of is at most the order of G. From (G, H) = 0 we can conclude that 
Gis a subgroup of the character-group of H, so the order of A is at least the order 
of G. It follows that the orders of G and H are equal so that G = 7. 

c) We reduce the lemma to the case of a free D-group with finite rank. 
A D-group G with a finite basis is the direct sum of a free group of finite rank F 
and a finite group EZ. G is equal to the direct sum of F and BE. According to b), 
H must have elements in each of the finite number of co-sets of F. So we still 
must prove that H must contain F. But the group A’ of characters of F repre- 
sented by elements of H has the common part F’ of F and 7 as a subgroup of 
finite index. If the theorem is proved for the free group F, A’ is equal to F. 
But the factor group of a closed subgroup of the (connected) group F is again 
connected so that F has no subgroups of finite index except F itself, so F’ and F 
are identical. 

d) Finally we prove the lemma for a free D-group G of finite rank n. G is 
the direct sum of n groups simply isoniorphic with K so that any element of G 
can be represented by a set of m real numbers modulo one, its n codrdinates. 
A change of codrdinates can be made in G (corresponding to an analogous change 
in G) by means of unimodular matrices with integer coefficients. Now take 
from the closed subgroup H of G an element Z such that a maximal number p 
of its codrdinates have the property that no linear combination of these co- 
ordinates with rational coefficients is a rational number. By a succession of 
unimodular integer transformations we can change the other codrdinates into 
rational numbers. Replacing ~ by a multiple and rearranging the order of the 
coérdinates we can assume that its first p codrdinates are independent irrational 
numbers and that all the other codrdinates are zero (integers). By Kronecker’s 
theorem on independent irrational numbers, the multiples of < will be dense 
in the codrdinate subspace of the first p codrdinates, so that this subspace belongs 
entirely to A. 

The values of the last n — p coérdinates of any element in H must be rational 
numbers with a common denominator d. For otherwise we could find an 
element of H for which one of those coérdinates was irrational and then of course 
another element having (p + 1) independent irrational coédrdinates. It follows 
now immediately that p = n (and so G = AZ), for otherwise any element of the 
last (n — p) factors of G multiplied by the common denominator d would belong 
'o (G, H), contrary to the assumption (G, H) = 0. 


* This reduction was suggested by J. von Neumann. 
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5. Lemma 5. If G is a D-group, G a B-group and G and G are paired in such 
a way that (G, G) = 0 and (G, G) = 0, then G is the character group of G and G 
is the character group of G. 

Because (G, G) = 0, G is in one-to-one correspondence with some subgroup 
G’ of the character group of G. Take a nucleus Ug... a,,% of the character- 
group of G. We can find a nucleus U of G such that ap C B, i = 1, «-- ,n, 
p C U, for the product ap is continuous in p. Then the image of U is contained 
in Wa... an,g, 80 the transformation of G into G’ is continuous. Because G 
is bicompact, G and G’ are simply isomorphic and can be identified (I, 2). By 
Lemma 4 it follows from (G, G) = 0 that G is the character group of G. 

Suppose that x is any character of G. We still have to prove that z is an 
element of G. Suppose nz = g is the relation with lowest integer n satisfied 
by the character x and any character g of G contained in G. Then G and z with 
the relation nz = g generate a group G’ consisting of distinct characters of G 
and so satisfying the relations (@’, G) = 0 and (G, G’) = 0 (the last because 
already (G, G) = 0 and GC G’). So Gis the character group of G’ by what 
has just been proved. 

Now suppose that x is not contained in G. Then we can find a character of 
G’ equal to zero on G and taking the value 1/n at x (or an arbitrary value at z 
if no relation of the form nz = g exists). This contradicts the assumption that 
(G, G@) = 0, so that G = G’ and G is the character group of G. 

Comparing Lemmas 2, 3 and 5 we find: 

THEOREM 1. A one-to-one correspondence can be established between all B- 
groups and all D-groups in such a way that each group is the character group of the 
corresponding group. 


6. From Theorem 1 many results on B-groups, D-groups and their character 
groups can be derived, of which we list some for purposes of reference. 

a. Suppose G is a B-group, G is the character group of G, E is a closed subgroup 
of G, F is a subgroup of G. Then E = (G, F) and F = (G, E) are equivalent 
properties. They imply that G/E and F are dual groups and that E and G/F are 
dual groups. 

= (G, F) implies that each element of E is a character of G equal to zero 
on F so that it defines a character of G/F. Moreover all characters of G/F are 
represented and the topology of E is the same as the topology of the character 
group of G/F. 

= (G, F) implies trivially that F C (G, B). Take an element Z of G, not 
in P We can find a character of G/F, not taking the value zero on the co-set 
corresponding to . So we can find a character y of G taking the value zero on 
F, and a value different from zero in X. That means that y belongs to E and 
y& ¥ 0, so that @ does not belong to (G, E). It follows that F = (G, E£). 

Starting from F = (G, E) we can make the same reasonings to complete the 
proof of Theorem 6. 

b. Any character of a closed subgroup E of a B-group G can be extended over G. 
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This is a counterpart of the statement made in the proof of Lemma 2. It is a 
trivial consequence of a. For if F = (G, E), G/F is the character group of E 
and the element of G/F representing the given character determines a co-set of 
F in G each element of which extends the given character of E over G. 

c. In the duality of Theorem 1, separable groups correspond to separable groups. 

If a D-group G is separable (countable) we can define a countable set of 
neighborhoods for its character group G. In fact we take a finite number of 
elements of G and the same number of neighborhoods in K chosen from a count- 
able set and define a neighborhood in G as the set of characters taking in any 
of the finite set of elements a value belonging to the corresponding neighborhood 
of K. 

If a D-group G is not countable it contains a non-countable transfinite sequence 
of properly increasing subgroups. The annihilators of these subgroups form a 
non-countable properly decreasing sequence of bicompact subgroups of the 
character group G of G. For suppose E is the annihilator of F; and F,. Then 
F; and F, both are the character group of G/E and so F; = F2. Now G cannot 
be separable for each decreasing transfinite sequence of compact separable sets 
is countable. 

d. For separable B-groups or D-groups G the definition of a topology in the 
character group 1s equivalent with the following: A sequence of characters a, of the 
group G converges to & if dnx converges to dx for all elements x of G. For a separable 
D-group this is a trivial consequence of the definition of nucleus in the character 
group. For separable B-groups it follows from: 

e. No sequence of characters of a B-group G can converge (to zero) and this is 
proved by taking a sequence of elements d,, of the character group G of G and 
constructing a character x of G (= element x of @) such that a,x does not con- 
verge to zero." 

f. A necessary and sufficient condition for a B-group G to be connected is for its 
character group G not to have any element of finite order. 

g. A necessary and sufficient condition for a B-group G to be 0-dimensional is 
for its character group G not to have any element of infinite order. 

If G has an element 4 of finite order n, then G is the sum of the n open and 
closed sets of characters of G taking in @ the n possible values m/n, 0 < m < n. 
So Gis not connected. If @ has no element of infinite order, each nucleus of G 
is closed because it consists of the characters of G taking on a finite number 
of elements of G some of the finite number of possible values. So G is 0- 
dimensional. 

If G is 0-dimensional it has arbitrarily small closed and open subgroups (I, 4). 
Because the characters of G are continuous and K does not contain arbitrarily 
small subgroups, we can find for each character £ of G a closed and open sub- 
group F of Gsuch that #f = Oiff CF. Then Zis really a character of the finite 
group G/F so that £ is of finite order. This completes the proof of g. If G is 


"See L. Pontrjagin, 1. c. Appendix 3. 
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not connected and G, is its component of 0, then G’ = G/G) is zero-dimensional 
and has some character Z’ of finite order and not equal to zero. Then the char- 
acter £ of G taking the value of Z’ in each co-set of Gy is a character of finite order 
of G. This completes the proof of f. 

h. The dimension of a B-group G is equal to the rank of its character group G. 

We restrict ourselves to the case where G is connected, so that no element of 
G is of finite order (by taking into account only the component of 0 of the given 
group). Furthermore, we can assume that G is of finite rank. The other case 
is essentially simpler. 

If dG, --- , dm is a complete set of independent elements of G, each element 
a of G can be written in a unique way in the form @ = yidi + --- + Ymdm where 
vi, °** » Ymare rational numbers. We find an m-dimensional set A of characters 
x of G by putting rd; = di, | Ai | < € < 3, 2H = Yur + --+ + YmAm, and reduc- 
ing modulo 1 after the linear combination has been formed. The annihilator £ 
in G of the group F = [a&, --- , Gm] is 0-dimensional for it is the character group 
of G/F and G/F contains only elements of finite order. The set of characters 
y of G for which | yd; | < ¢ is a nucleus of G and m-dimensional because it is 
homeomorphic with the product of A and E. So Gis m-dimensional. 

i. Necessary and sufficient for a separable B-group G to be connected and locally 
connected is for its character group G to have a basis consisting of independent 
elements. 

The sufficiency of this condition is trivial. The necessity is simple if the 
rank of G is finite for then the nucleus constructed in the proof of h is locally 
connected or not according as the group E mentioned there is finite or not, and 
that depends on whether the group G/F is finite or not, that means on whether 
G has a basis of independent elements or not. 

Now if G is locally connected any factor group of its closed subgroups is 
locally connected; that means the character groups of all subgroups of @ are 
locally connected (compare a). So z follows from: 

k. If each subgroup of finite rank of a countable D-group G has a basis consisting 
of independent elements, then the same is true of G itself. Suppose the sequence 


di, --- , Gn, «++ forms a complete set of independent elements of G. The group 
formed by all elements dependent on a, --- ,d, we call G,. G has some 
generator 6; Suppose a set of generators 6,, --- , 6,; has been found for 


Gn. G,/G,-1 does not have elements of finite order because such elements 
would correspond to elements depending on G,_;._ So G,/G,_: is infinite cyclic; 
we take an element 5, of G, representing the generator of G,/Gn—1. Then 
bi, --- , b» is a set of generators for G, and the sequence 6,, --- , bn, «++ will 
form a shui of G consisting of independent elements. 

l. In each nucleus U of a B-group G there can be found a closed subgroup F such 
that the factor group G/F has a character group with a finite basis. 

This is the only result of the theory of character ‘groups needed for 


the proof of the main theorem on locally bicompact groups. Suppose (see IV, 1) 


U C Ua... zn, g Where %, --- , , are elements of G@ and & is a nucleus of K. 


LOCALLY BICOMPACT ABELIAN GROUPS 459 


Then we put [%1, --- , fn] = E and F = (G,£). F is contained in ee 
for if f is an element of F, fz; = 0 CV. But according to a, E is the character 
group of G/F, that means of a group with the finite basis %,, --- , %,. 


m. The infinite direct sum of Abelian groups can be defined in two ways. 
We introduce here the first way for D-groups and the second way for B-groups. 
In both cases the definition of the group operation is obvious. 

The direct sum G of a class of D-groups G, is again a D-group. An element a 
of G is a class of elements a., one from each group G, such that only a finite 
number of the elements a, is different from the zero element of the corresponding 

roup. 
: An element a of the direct sum G of a class of B-groups G, is a class of elements 
Gone from each group G,. A nucleus of G is the set of all elements a of G, such 
that the corresponding elements 4, are all arbitrary in their groups except a 
finite number that must belong to nuclei of the corresponding group G,. From 
I, 2, e, it follows that G is a B-group. 

It is now easy to prove that: If the D-groups G, and the B-groups G, are dual, 
then the direct sum G of the D-groups G, is dual to the direct sum G of all B-groups 
G,,.!2 

IV. Locally bicompact abelian groups 


1. Lemma 6. Jf G is a connected A-group, G has a free, closed discrete sub- 
group A of finite rank m such that G/A is bicompact. 

Take a nucleus U of & such that I is bicompact. As a definition by induction 
of Un we put U = UW, U, = U,Un_,. Then Ul, is bicompact and ll, = U1, U,--. 
Unless G is bicompact, in which case there is nothing to prove, the boundary 
u, = 0, — U, of U, is not empty for G is connected. 

Ifat+bCuU,aCi,andb Cil,_,thena CU; andbCU;_,. For suppose 
that a C U,. Then a neighborhood of a belongs to U,, so a neighborhood of 
a + b belongs to U1, in contradiction with the assumption that a + b C us. 


n 
We take a sequence of elements a, C U1, and write a, = >> a;,, where a;,, Cth. 


i=1 
It follows immediately that any sum c? of p terms a;,, with the same index n 
and distinct indices 7 belongs to U;. For we can apply the preceding statement 
toc? and a, — c?. 

Because U is bicompact, we can apply the diagonal process to the elements 
4;,, to find a sequence of integers v, such that a;,, converges for every 7 to some 
element b; of 1. By taking the limit of elements c? it follows that any sum d? 
of p distinct elements b; belongs to U,. Now we determine a sequence of in- 
tegers » such that b, converges to an element a' of i. By taking the limit of 
elements d? we find that pa! C U). The subgroup G, = [a'] of G does not 
have a limit point in @ for otherwise we could find integers p > q such that 
pa' — ga C Ul, contradicting (p — g)a' C Uy_,. 

We apply the same process to G/G, using as nucleus the image of U. The 





* See L. Pontrjagin, 1. c. Appendix 2. 
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element that we find is represented by some element a? of U and G, = [a', a] 
does not have a limit point. Then we do the same for G/G». 

It only remains to prove that after a finite number of elements a!, ... , a 
have been determined in this way, the group G/Gn, Gn = [a', --+ , a] will be 
bicompact. If this did not happen, the set of elements a‘ would have a limit 
point and we could find integers ¢ > j such that a‘ — a CU. But the image 
element of a‘ — a’ into G/G; is by our construction not contained in the image of 
U, so a‘ — a’ is certainly not in U." 


2. Lemma 7. An A-group G in which the factor group G/G of the component 
of zero Go is bicompact is the direct sum [T + R] of any of its maximal translation 
subgroups T and its unique maximal bicompact subgroup R. 

By lemma 6, G has a discrete free subgroup A of finite rank m such that 
G,/A is bicompact. Then also F = G/A is bicompact for G/G is bicompact. 

According to III, 6, #&, F has an arbitrarily small subgroup B such that 
E = F/B is the character group of a D-group with finite basis. 

In the open complement U of A in G we take a nucleus ¥% satisfying B = Y" 
and %¢ C U and we choose B in the image of Bin G/A. If ais any element of 
A, ¥% and a&% have no element in common and ¥? does not meet aB. Thus ¥ 
contains a subgroup R, simply isomorphic with B. G contains the direct sum 
[A + R,] and G/[A + R,] = E£ is the character group of a D-group with finite 
basis. 

The factor group G/R;, is of the form A A E (see II, 1). Moreover A is a 
subgroup of the component of zero of A ~ E. By elementary considerations 
it follows that G/R, is the direct sum of an m-dimensional translation group T 
and a bicompact group C. This makes G of the form R; ~ [T, + C]. The 
subgroup R generated by R; and C in G is the unique maximal bicompact sub- 
group of G. For it is bicompact and any element of G not in R has a coordinate 
~ Oin T so that it generates a discrete free group and is not part of a bicompact 
group. 

The group G, generated by R, and 7; meets R in R, C B and G = [G,, R). 
Moreover, G; can be constructed to contain any given translation subgroup 
of G, for T; can be constructed so as to contain the image of that given group 
in G/R,. 

We now repeat our construction on G; instead of G, finding a bicompact sub- 
group R of G; and a subgroup G2 of the form R: ~ T'2 such that G; = [G2, Rl, 
so that G = [G2, R]. Moreover, 7 will be an m-dimensional translation group, 
R and G;: will have Rz in common and R; will be contained in an arbitrary nu- 
cleus of G. 

We take a well ordered complete set of nuclei &, of G and construct by an 
obvious transfinite induction the groups R, and G, = [Ra, Ta]. Here Ra is 
bicompact and contained in the common part of all Bs, 8 S a; Ta is an m- 





18 The proof of lemma 6 was given by Pontrjagin. Except for the proof that a finite 
number of steps are sufficient, tliat was communicated to me by J. von Neumann. 
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dimensional translation group; Gz C G. if 8 < a. Finally G, and R have R, 
in common and G = [G., R]. The common part T of all groups G, has the 
property that G = [7 + R] for T and R only have 0 in common because their 
common part is contained in all nuclei of G. T can be constructed to contain 
any fixed translation subgroup of G because the same is true of G, and of all Go. 
That 7 is an m-dimensional translation group follows because its elements 
can be found as common parts of sequences of decreasing co-sets of R, in G., 
while these co-sets in any fixed G, form the group T,. 


3. THEOREM 2. 

a. An A-group G can be brought into the form [T + R AS]. Here T isa 
translation group, R is a B-group, S is a D-group. 

b. T can be any maximal translation subgroup of G independent of the par- 
ticular group R A S chosen among the possible ones. 

c. R A S contains the sum F of all bicompact subgroups of G. The factor 
group G/F has a translation subgroup as (isolated) component of zero and is the 
direct sum of that component and any subgroup E of G/F, meeting each component 
in one point. For R ~ 8S we can take the subgroup of G generated by F and any 
such group E. 

If Go is the component of zero of G, G/G» is zero dimensional, so it has an open 
bicompact subgroup A. Gp» and A generate a subgroup H of G satisfying the 
conditions of lemma 7 and such that G/H = S is discrete. H is the direct sum 
of its maximal bicompact subgroup R and any maximal translation subgroup 
T of H (or of Go, or of G). So Ghas the form [T + R] 4S. 

T and the sum F of alt bicompact subgroups of G have only the zero element 
in common, so G contains D = [JT + F]. G/Disa D-group because it is a factor 
group of G/[T’ + R] and it has no element of finite order because such an element 
together with R would generate a bicompact group, not contained in F. C = 
G/F contains the image 7” of T, simply isomorphic with T and C/T’ is simply 
isomorphic with G/D. 

If we select arbitrary elements in components of C corresponding to a set of 
independent elements of G/D (or C/T’) we can determine in a unique way a 
subgroup E of C containing a point in each component of C and the elements 
selected. (Each element of C/T’ is a unique linear combination with rational 
coefficients of the independent elements of C/T’ and a unique corresponding 
linear combination can be determined in C.) 

E and F generate a group B in G and we can verify immediately that G is the 
direct sum of J and B. B is of course of the form R ~ S because the same is 
true of G/T. This completes the proof of Theorem 2. 


4. We now introduce a topology in the character group G of any A-group G. 
First we bring G into the form [7 + R ~ S] of theorem 2. We make G the 
direct sum of the character group 7 of T, simply isomorphic with T and the 
character group R~S of R AS. 

The group R ~S has as bicompact subgroup the group S consisting of all 
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characters of R ~ S that take the value zero on R. The group S is simply iso- 
morphic with the character group of S. The elements of the factor group 
R A3S/S are classes of characters of R ~ S taking the same value on R. By the 
remark in the proof of lemma 2 we know that all possible characters of R are 
represented by those classes, so R ~ S/S = R, the character group of R. 

The character group G of G has now been brought into the form [T + 5 ~ Rj, 
determining uniquely a topology and exactly of the form described in theorem 
2a. From theorem 2, 6 and c it follows that the particular choice of T and 
R AS does not have any influence on G. But if we have Ri ~ 8S, = R AS, 
both R and R, are subgroups of finite index in [R, R,] (for [R, R,]/R is discrete 
and bicompact, so finite), so the freedom of choice of R in R ~S cannot change 
the topology of G either. , 

It is now easy to prove that G is the character group of G. As T and its 
character group are simply isomorphic we only need to consider R ~ S. We 
have to prove: each character a* of S ~ R is determined by an element of 
R AS. The character a* determines a character of S, that means, because § 
is the character group of S: a* determines an element of S or in other words 
a co-set of Rin R ~ 8S. We take the character b* determined by an element } 
of that co-set. The characters b* and a* coincide on S so that c* = a* — b* 
takes the value zero on S, that means it determines uniquely a character of R, 
that means it is determined by an element cof R. Now a* is the character deter- 
mined by the element b + c = aofR ~S. As the topology of R X S is evi- 
dently the same as the topology of the character group of S ~ R we have now 
proved: 

THEOREM 3. a. Among all A-groups a one-to-one correspondence can be estab- 
lished such that each A-group is the character group of its corresponding group. 

b. If an A-group is brought on its normal form [T + R A S], its character group 


_has the form [T + S ~ RB), where R, 8, T are the character groups of R, 8, T. 


5. Just as in III, 6, a number of results can be derived from the theorems 
that have just been proved. 

n. III, 6, a, b, c, d are valid in all A-groups. Whenever necessary, III, 6, 
f, 9, h are very easily generalized, for instance: The dimension of the character 
group of G = [JT + R ~S] is equal to the dimension of T plus the rank of S. 

o. Property III, 6, 7 may be generalized in the following form: A neces- 
sary and sufficient condition for a separable A-group to be connected and locally 
connected is that it is the direct sum of a translation group and the character group 
of a D-group with a basis consisting of independent elements. 

p. The generalization of Lemma 4 is: If G is an A-group, G its character group 
and H a closed subgroup of G such that (G, H) = 0, then H is identical with G. 

This follows immediately from the generalization of III, 6, a. For (G, H) 
is the character group of G/H, so the last consists only of the zero element be- 
cause the first does. 
gq. Finally we investigate the degree of freedom of the maximal translation 
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subgroup of an A-group G. We can of course suppose that G is connected so 
that it has the form [7 + R] where R is bicompact, connected. This makes 
G = [7 + R) where RF is discrete and has no elements of finite order. The 
maximal translation subgroup of G depends on as many parameters as the sub- 
group R in G. As we can choose the elements of R arbitrarily in a set of inde 
pendent generators of G/T, this number is mn where m is the dimension of T 
and n the dimension of R (= rank of R). 


AppenpIx. (Added February 1, 1935.) The main result on locally bi- 
compact abelian groups proved in IV can be extended to separable metric, 
locally compact groups, restricted by the following property: 

(1) Any nucleus contains an invariant nucleus: U = aUVa~, 

The main part of the generalized theorem can be formulated as follows: 

(2) Any group of the type described above is the direct product of a translation 
group T and a group of the Type R ~ 8S, where R is a compact group and S a dis- 
crete group. 

If a group of the type considered is connected, it is, according to a theorem 
announced by Pontrjagin, the direct product of a translation group and a com- 
pact group. 

The argument in I, 4 leads to the construction of arbitrarily small closed and 
open invariant subgroups for 0-dimensional groups with property (1). 

L. Pontrjagin (C.R. 198, 1934, p. 238) has proved in substance, that any 
compact group has arbitrarily small closed invariant subgroups with Lie factor 
groups. Finally, E. Cartan (Mém des Sc. Math. 42, p. 42) has given an analysis 
of the structure of a compact Lie group. 

A survey of the method used to prove theorem 2 in IV, 3 will show that the 
statements listed here allow the application of the same method to the proof of 
(2). The details added in theorem 2 can also be proved for the groups here 
considered. In case the theorem announced by Pontrjagin remains true if the 
properties ‘separable metric and locally compact” are replaced by “locally 
bicompact,” then the same is true for our statement (2). 


Princeton, N. J. 
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Einleitung 


1. Man kann den n-dimensionalen Vektorraum auf mehrere grundsitzlich 
verschiedene Weisen auffassen. Bei der iiblichen rein analytischen Auffassung 
werden die n-dimensionalen Vektoren als Systeme von n reellen Zahlen definiert. 
Die zwei Verkniipfungen—die Addition von Vektoren und die Multiplikation 
eines Vektors mit einer reellen Zahl—werden durch die Festsetzungen 


(1) {€;} fy + {ni} jaa = {§; + niliat ’ 
(2) ME hier = (NE } for 


eingefiihrt. Endlich wird der n-dimensionale Vektorraum als Innbegriff der 
Menge der n-dimensionalen Vektoren und der in dieser Menge soeben definierten 
Verkniipfungen erklart.1_ Die Mangel dieser Definition springen in die Augen. 
Erstens wird hier ein Bezugssystem von vorneherein ausgezeichnet, was gewiss 
durch keinen inneren geometrischen Grund gerechtfertigt werden kann. Zwei- 
tens spielt hier der komplizierte aussergeometrische Begriff der reellen Zahl eine 
wesentliche Rolle. Der so eingefiihrte Begriff des Vektorraumes gehért dem- 
nach keineswegs der Geometrie an und muss bloss als abgekiirzte Redeweise des 
Analytikers angesehen werden. 


2. Treffender ist die Weylsche axiomatische algebraisch-analytische Auffassung 
des n-dimensionalen Vektorraumes. Die Vektoren und die beiden Verkniip- 





* Varanzeige: Sur les espaces vectoriels considérés comme groupes topologiques. Comptes 
rendus, 197 (1933), 610-612. 

1 Vgl. C. Caratheodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, 2-te Auflage, Leipzig u. 
Berlin, 1927, S. 307-308. 
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fungen werden jetzt nicht definiert, sondern als Grundbegriffe eines axioma- 
tischen Systems eingefiihrt. Die Axiome besagen im wesentlichen, dass die 
Vektoren beziiglich der Addition eine Abelsche Gruppe bilden, dass die Multi- 
plikation der Vektoren mit reellen Zahlen dem Gesetze: \(ur) = (Au)a (A, uw 
reelle Zahlen, x Vektor) geniigt und beziiglich der Addition der Zahlen sowie der 
Vektoren distributiv ist, dass die Multiplikation mit 1 den Vektor nicht dndert 
und schliesslich, dass es n aber nicht mehr linear unabhingige Vektoren gibt. 

Den ersten Mangel der rein analytischen Auffassung findet man hier nicht. 
Dem Wesen der Sache entsprechend sind jetzt alle Bezugssysteme gleichbe- 
rechtigt. Doch kann auch diese Auffassung der Vektorriiume nicht als voll- 
kommen geometrisch angesehen werden und zwar wegen des zweiten Mangels, 
welcher auch in diesem Falle vorhanden ist. Die Einfiihrung der Multiplikation 
eines Vektors mit einer reellen Zahl als Grundverkniipfung liegt ja ausserhalb der 
eigentlichen Geometrie, da dadurch den reellen Zahlen eine grundsitzliche 
Bedeutung verschafft wird. 

Diese Beschaffenheit der algebraisch-analytischen Auffassung ist keineswegs 
aufallig, wohl aber als Resultat einer bewussten Tendenz ihres Erfinders ent- 
standen. Weyl wollte nihmlich ‘‘aus dem logischen Aufbau der Geometrie die 
schwer zu greifende Stetigkeit ganz verbannen,’’* was gerade durch die axioma- 
tische Einfithrung der reellen Zahlen als Multiplikatoren erreicht werden sollte. 
Diese Idee, dessen Entstehen durch den damaligen Stand der abstrakten Topo- 
logie vielleicht zu erklaren ist, kbnnen wir heute nicht als lebenswert ansehen. 
Die Sachlage hat sich ja in den zwei letzten Jahrzehnten sehr verindert. Die 
‘Stetigkeit,” d.h. der topologische Unterbau der Geometrie, ist durch die 
Arbeiten von Fréchet, Hausdorff, Tietze, Vietoris, Urysohn, Alexandroff und 
anderer Forscher “greifend” gemacht. Die reellen Zahlen bilden einen zweifellos 
schlechten obwohl gewohnten Surrogat fiir diesen Unterbau. Nicht die Stetig- 
keit, sondern die reellen Zahlen miissen wir gegenwartig aus den Grundlagen zu 
verbannen suchen! 


3. So gelangen wir zu einer dritten Auffassung der Vektorriume—der topo- 
logisch-algebraischen. Von den zwei Verkniipfungen lassen wir nur der einen— 
der Vektoraddition—eine grundlegende Rolle spielen. Beziiglich dieser Ver- 
knipfung bilden die Vektoren eine Abelsche Gruppe. Diese Gruppe fassen wir 
aber zugleich als einen topologischen Raum auf und verlangen die Stetigkeit der 
Vektorsubtraktion in diesem Raume. Wir betrachten m.a.W. die Vektorriume 
als topologische Gruppen. 

Eine konsequente Durchfiihrung dieser Auffassung verpflichtet uns nun in 
erster Linie auf die folgende Frage eine Antwort zu suchen: 

“durch welche innere topologisch-algebraische Eigenschaften kénnen die 
endlich-dimensionalen Vektorraume unter den topologischen Gruppen aus- 
gezeichnet werden?” 

—_--——_—_——. 


* Vgl. H. Weyl, Raum, Zeit, Materie, 3 Auflage, Berlin, 1919, S. 14-17. 
A. a.0., S. 15. 
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4. Durch diese Fragestellung wurde ich zu vorliegenden Untersuchung an- 
geregt. Als Hauptresultat der Arbeit betrachte ich jedoch nicht die im §8 
gegebene Lésung dieses Problems, sondern einen viel allgemeineren Satz—den 
im §3 formulierten und im §7 bewiesenen, iiber die Struktur einer umfangsreichen 
Klasse topologischer Gruppen Auskunft gebenden ‘‘Plattungssatz.” Der 
Beweis dieses Satzes nimmt in der vorliegenden Arbeit eine Zentralstellung ein, 
insofern als fast alles Vorangehende als Vorbereitung zu diesem Beweise und 
fast alles Nachfolgende als Anwendung des Satzes angesehen werden darf. 

Speziell sind die §§1-3 hauptsichlich einer knappen Zusammenstellung der 
Grundbegriffe und Grundtatsachen der allgemeinen Theorie der topologischen 
Gruppen gewidmet;* die Darstellung ist aber unseren nachsten Zwecken ange- 
passt. “ In §§4, 5 werden die wichtigsten Werkzeuge vorbereitet—es werden 
Hilssiitze iiber die ‘‘Beherrschungsbeziehung”’ und tiber einen topologisch- 
algebraischen Abhangigkeitsbegriff bewiesen. Im §6 wird der im §5 eingefiihrte 
Abhiangigkeitsbegriff mit dem wohlbekannten Begriff der linearen Abhingigkeit 
von Vektoren zusammengestellt und ein Hilfssatz itiber abgeschlossene und 
zusammenhingende Untergruppen der analytischen Vektorriume bewiesen. 
§7 ist, wie schon erwihnt, dem Beweise des Plaittungssatzes gewidmet; im §8 
wird eine auf dem Plattungssatze begriindete innere Definition der Vektorréume 
angegeben. Endlich enthalt §9 einige weitere Folgerungen aus diesem Satze. 


5. Die vorliegende Arbeit ist im hohen Masse unter dem Einflusse der Ge- 
spriche entstanden, die ich mit Herrn L. Pontrjagin gefiihrt hatte. Fiir die 
Anregung zu dieser Untersuchung und fiir wertvolle Ratschlige méchte ich 
ihm hier meinen herzlichsten Dank aussprechen. Herrn P. Alexandroff ver- 
danke ich mehrere Ratschlage bei der endgiiltigen Redaktion dieser Abhandlung. 


6. Wir benutzen folgende mengentheoretische Bezeichnungen: 
x eA bedeutet, dass x der Menge A angehért; 
A C B bedeutet, dass A Teilmenge von B ist; 
A U B bedeutet die Vereinigungsmenge der Mengen A und B; 
A f)\ B bedeutet den Durchschnitt der Mengen A und B; 
A \, B bedeutet die Menge aller Elemente der Menge A die der Menge 
B nicht angehéren; 
A bedeutet die leere Menge; 
(a1, --+ , Gm) bedeutet die Menge der Elemente ai, --- , Qn} 
{a;}7-, bedeutet das System der Elemente ay, --- , Gm, d. h. eine in der 
Menge (1, --- , m) definierte Funktion mit den (nicht not- 
wendig verschiedenen) Werten a;;5 
{a;}7-, bedeutet die Folge a, ae, --- ; 
{a:}7-. bedeutet die beiderseits unendliche Folge --- , @—1, @o, 41, «°° 3 





‘ Fir andere Darstellungen vgl. die Abhandlung von D. van Dantzig, Zur topologischen 
Algebra 1, Math. Ann., 107 (1932), S. 587-626, wobei ein ausfithrliches Literaturverzeichniss 
angefihrt ist. Leider ist die Darstellung von van Dantzig fiir unsere Zwecke unbrauchbar, 
da sie auf den Bereich der separablen topologischen Gruppen wesentlich beschrankt ist. 

5 Die Numerierung ist hier wesentlich. 
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ist &% eine Menge von Mengen, so bedeutet SY die Vereinigungsmenge der 
Elemente dieser Mengen; 


ist {Ai}7-, baw. {Ai}?-, bzw. {A;}7-_.. ein Mengensystem, so bedeutet S A; 


i=l 


bzw. © A; baw. S A; die Vereinigungsmenge der Elemente dieses Systems 


i=1 t+=—0o 
und D A;bzw. D A;bzw. D A; den Durchschnitt dieser Elemente. 
i=1 i=1 1 =—0o 


Andere Bezeichnungen werden unten an entsprechenden Stellen eingefiihrt. 


§1. Abstrakte Riume 


1. Dis Bucrirre:—abstrakter Raum, offen, abgeschlossen, Abschliessung 
(= abgeschlossene Hiille), zusammenhdngend, bikompakter Raum, stetige Abbild- 
ung, topologische Abbildung, Bild, vollsténdiges Urbild, oberer abgeschlossener 
Limes eines Mengensystems—setzen wir als bekannt voraus.6 Unter einem 





°F, Hausdorff, Grundztige der Mengenlehre, 1 Auflage, Leipzig, 1914, S. 213 u. ff. (zitiert 
als ‘“Hausdorff’’); P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topologiques com- 
pacts, Verh. K. Akad. Wet. Amsterdam, Afd. Nat., XIV, No. 1, 1929 (zitiert als ‘‘Alexan- 
droff und Urysohn’”’); P. Alexandroff, Uber stetige Abbildungen kompakter Raume, Math. 
Ann., 96, S. 555-571, 1926 (zitiert als ‘‘Alexandroff’’). 

Was den Begriff des abstrakten Raumes anbetrifft, so kann dieser bekanntlich auf 
verschiedene, wenn auch dquivalente Weisen, definiert werden. Man kann, z.B. die Ab- 
schliessungsoperation als Grundbegriff wahlen und fiir diese gewisse Axiome aufstellen, wie 
dies in der zitierten Arbeit von Alexandroff geschieht. Am einfachsten scheint mir jedoch 
die folgende Definition des abstrakten Raumes durch die offenen Mengen zu sein. 

Sei R eine Menge. Gewisse Teilmengen von R seien ausgezeichnet und offene Mengen 
genannt. Dabei sollen folgende Bedingungen erfiillt werden: 

I. die Vereinigungsmenge einer beliebigen Menge offener Mengen ist offen; 

II. der Durchschnitt zweier beliebigen offenen Mengen ist offen; 

III. jedes Element der Menge R ist in einer offenen Menge enthalten; 

IV. fiir zwei beliebige Elemente der Menge R gibt es eine offene Menge, welche das erste, 

aber nicht das zweite Element enthilt. 

Dann heisst der Innbegriff der Menge R und der Gesamtheit der in dieser Menge aus- 
gezeichneten offenen Mengen ein abstrakter Raum. 

Die Elemente der Menge R werden Punkte dieses Raumes genannt. Von den offenen 
Mengen ausgehend, definiert man dann die anderen fundamentalen Begriffe der abstrakten 
Topologie: die abgeschlossenen Mengen, die Abschliessung u. s. w. 

Es sei noch bemerkt, dass die Offenheit der leeren Menge nicht postliert zu werden 
braucht, weil sie aus I unmittelbar folgt. Es gilt ja A = GA und A kann als eine Menge 
offener Mengen betrachtet werden. 

Was ferner den Bikompaktheitsbegriff anbetrifft, so kann auch dieser verschiedenartig 
definiert werden: durch den verallgemeinerten Bolzano-Weierstrass’schen Satz, durch den 
verallgemeinerten Cantorschen Durchschnittsatz, oder endlich durch den verallgemeinerten 
Heine-Borel’schen Satz (vgl. Alexandroff und Urysohn, 8. 8-12). Da die Aquivalenz dieser 
drei Definitionen nur mit Hilfe des Auswahlaxioms bewiesen ist und wir dieses Axiom in der 
vorliegenden Arbeit nicht heranziehen wollen, kniipfen wir hier ausschliesslich an die 
dritte “Heine-Borel’sche” Definition an und machen vom Alexandroff-Urysohn’schen 
Aquivalenzsatze keinen Gebrauch. 
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Raume schlechthin verstehen wir immer einen abstrakten Raum. Unter einer 
Umgebung des Punktes z im Raume R wird jede offene den Punkt x enthaltende 
Menge dieses Raumes verstanden. Die Abschliessung der Menge A wird durch 
A bezeichnet. 

Unter einer Abbildung des Raumes R auf einen Raum FR’ wird immer eine 
solche verstanden, bei welcher jeder Punkt von R’ Bildpunkt ist. Wird dies 
nicht vorausgesetzt, so sprechen wir von einer Abbildung von R in R’. Eine 
solche Abbildung wird nach Alexandroff doppelstetig genannt,’ wenn sie stetig 
ist und wenn iiberdies jede in R abgeschlossene Menge ein in R’ abgeschlossenes 
Bild hat. Ist aber die stetige Abbildung von RF auf R’ so beschaffen, dass jede 
in R offene Menge ein in R’ offenes Bild hat, so sagen wir, dass sie wmkehrbar 
stetig ist.8 Unter dem Urbilde schlechthin wird immer das vollstandige Urbild 
verstanden. Das Bild der Menge A bei der Abbildung f wird durch f(A) 
bezeichnet; das Urbild der Menge A’ bei derselben Abbildung—durch f-(A). 

Ist A eine Teilmenge des Raumes R, Ul eine Menge von offenen Mengen dieses 
Raumes, so sagen wir, dass Ul eine Uberdeckung der Menge A ist, falls 


(3) AcGu . 


gilt. Wir sagen, dass A bikompakt ist, wenn jede Uberdeckung dieser Menge 
eine endliche Teilmenge enthalt, welche auch eine Uberdeckung von A bildet.® 
Wir sagen, dass der ‘Raum R lokalbikompakt ist, wenn jeder Punkt dieses 
Raumes eine Umgebung mit bikompakter Abschliessung besitzt.” 

Jede abgeschlossene Teilmenge einer bikompakten Menge ist bikompakt. 
Jedes stetige Bild einer bikompakten Menge ist bikompakt. 

Das Hausdorffsche Trennbarkeitsaxiom besteht bekanntlich darin, dass 
zwei beliebige Punkte des Raumes fremde Umgebungen besitzen." Ist diese 
Bedingung erfiillt, so sagen wir, dass der Raum ein Hausdorffscher ist. 

Im Hausdorffschen Raume ist jede bikompakte Punktmenge abgeschlossen.” 





7 Alexandroff, S. 559. ; 

§ R. Baer und F. Levi, Stetige Funktionen in topologischen Raumen, Math. Zeitschr., 
$4, 8. 110-130, 1931 (zitiert als ‘“Baer und Levi’). 

* Diese Bedingung kommt offenbar darauf hinaus, dass A als Raum betrachtet bikom- 
pakt sein muss. 

10P, Alexandroff, Uber die Metrisation der im kleinen kompakten topologischen. Réume, 
Math. Ann., 92 (1924), 294, sowie Alexandroff und Urysohn, S. 59 u. ff. 

1 Hausdorff, 8. 213, Axiom (D). 

12 Ks sei in der Tat F eine bikompakte Teilmenge eines Hausdorffschen Raumes R; wir 
betrachten einen beliebigen Punkt x eR\F. Die der Bedingung z « R\U geniigenden 
offenen Mengen U bilden dann, wegen des Hausdorffschen Trennbarkeitsaxioms eine Uber- 
deckung der Menge F. Es gibt daher endlichviele soleche Mengen Ui, --- , Um derart, dass 


Fc © U; 


i=1 
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Gibt es eine umkehrbar stetige Abbildung des lokalbikompakten Raumes R 
auf einen Hausdorffschen Raum R’, so ist R’ ebenfalls lokalbikompakt." 

Man sagt, dass der Raum im Punkte x reguldr ist, falls es zu jeder Umgebung 
W dieses Punktes eine der Bedingung 


(4) UCW 


geniigende Umgebung U desselben Punktes existiert. Man sagt, dass der Raum 
schlechthin reguldr ist, falls er in jedem Punkte regular ist." 
Man sieht sogleich ein, dass jeder regulire Raum Hausdorfisch ist. 


2. HinrssatTz I. Sez f eine stetige Abbildung eines Raumes R in einen Haus- 
dorffschen lokalbikompakten Raum R’. Ist diese Abbildung so beschaffen, dass 
jede bikompakte Punktmenge des Raumes R’ ein bikompaktes Urbild hat, so ist 
sie doppelstetig. 

Bewels. Sei A eine beliebige abgeschlossene Punktmenge des Raumes R. 
Es ist zu zeigen, dass f(A) in R’ abgeschlossen ist. 

Betrachten wir einen beliebigen Punkt 


(5) ze f(A) , 
Dieser Punkt hat in R’ eine Umgebung U’ mit bikompakter Abschliessung. 





ist. Es folgt 
Fc S U; 
i=1 
also, wegen ’ zeR\U; (¢ = 1, «++, m) 
zeR\F 


und da x ein beliebiges Element der Menge R\ F ist, ist die Inklusion F C F, d. h. die Abge- 
schlossenheit der Menge F bewiesen. Vgl. Alexandroff und Urysohn, 8. 47. 

‘SEs sei in der Tat f eine solche Abbildung; wir betrachten einen beliebigen Punkt 
z' eR’. Es gibt einen Punkt z e R derart, dass x’ = f(z) ist und eine Umgebung U dieses 
Punktes in R mit bikompakter Abschliessung. Wir setzen U’ = f(U). Dann ist U’ wegen 
der umkehrbaren Stetigkeit der Abbildung f in R’ offen, also eine Umgebung des Punktes 
z'. Die Menge f(U) ist als stetiges Bild einer bikompakten Menge bikompakt und demnach 
im Hausdorffschen Raume R’ abgeschlossen. Es gilt ferner U’ = f(U) C f(U), also auch 
U'Cf(U). Die Menge U’ ist demnach als abgeschlossene Teilmenge einer bikompakten 
Menge bikompakt. Der beliebig gewihlte Punkt x’ hat somit eine Umgebung in R’ mit 
bikompakter Abschliessung w.z.b.w. 

Dass die Bedingung der umkehrbaren Stetigkeit hier unentbehrlich ist, die blosse 
Stetigkeit der Abbildung also nicht ausreicht, sieht man am einfachsten am Beispiele der 
Abzihlung der Menge der Rationalzahlen ein. Jede solche Abzihlung kann ja als stetige 
Abbildung des aus isolierten Punkten bestehenden, also lokalbikompakten Raumes der 
natiirlichen Zahlen auf den nicht lokal kompakten, also a fortiori nicht lokalbikompakten 
Raum der Rationalzahlen betrachtet werden. Durch dieses Beispiel wird eine Behauptung 
des Herrn D. van Dantzig, nihmlich die Aussage T. 33 auf S. 598 seiner zitierten Abhandl- 
ung widerlegt. 


* Alexandroff und Urysohn, 8S. 5. 
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Raume schlechthin verstehen wir immer einen abstrakten Raum. Unter einer 
Umgebung des Punktes zx im Raume R wird jede offene den Punkt z enthaltende 
Menge dieses Raumes verstanden. Die Abschliessung der Menge A wird durch 
A bezeichnet. 

Unter einer Abbildung des Raumes R auf einen Raum R’ wird immer eine 
solche verstanden, bei welcher jeder Punkt von R’ Bildpunkt ist. Wird dies 
nicht vorausgesetzt, so sprechen wir von einer Abbildung von R in R’. Eine 
soleche Abbildung wird nach Alexandroff doppelstetig genannt,’ wenn sie stetig 
ist und wenn tiberdies jede in R abgeschlossene Menge ein in R’ abgeschlossenes 
Bild hat. Ist aber die stetige Abbildung von R auf R’ so beschaffen, dass jede 
in R offene Menge ein in R’ offenes Bild hat, so sagen wir, dass sie umkehrbar 
stetig ist. Unter dem Urbilde schlechthin wird immer das vollstandige Urbild 
verstanden. Das Bild der Menge A bei der Abbildung f wird durch f(A) 
bezeichnet; das Urbild der Menge A’ bei derselben Abbildung—durch f-(A). 

Ist A eine Teilmenge des Raumes R, U eine Menge von offenen Mengen dieses 
Raumes, so sagen wir, dass U1 eine Uberdeckung der Menge A ist, falls 


(3) AcGu ., 


gilt. Wir sagen, dass A bikompakt ist, wenn jede Uberdeckung dieser Menge 
eine endliche Teilmenge enthalt, welche auch eine Uberdeckung von A bildet. 
Wir sagen, dass der ‘Raum R lokalbikompakt ist, wenn jeder Punkt dieses 
Raumes eine Umgebung mit bikompakter Abschliessung besitzt.” 

Jede abgeschlossene Teilmenge einer bikompakten Menge ist bikompakt. 
Jedes stetige Bild einer bikompakten Menge ist bikompakt. 

Das Hausdorffsche Trennbarkeitsaxiom besteht bekanntlich darin, dass 
zwei beliebige Punkte des Raumes fremde Umgebungen besitzen." Ist diese 
Bedingung erfiillt, so sagen wir, dass der Raum ein Hausdorffscher ist. 

Im Hausdorffschen Raume ist jede bikompakte Punktmenge abgeschlossen.” 





7 Alexandroff, S. 559. 

® R. Baer und F. Levi, Stetige Funktionen in topologischen Raiumen, Math. Zeitschr., 
$4, S. 110-130, 1931 (zitiert als ‘‘Baer und Levi’). 

* Diese Bedingung kommt offenbar darauf hinaus, dass A als Raum betrachtet bikom- 
pakt sein muss. 

10 P, Alexandroff, Uber die Metrisation der im kleinen kompakten topologischen. Réume, 
Math. Ann., 92 (1924), 294, sowie Alexandroff und Urysohn, S. 59 u. ff. 

1 Hausdorff, 8S. 213, Axiom (D). 

12 Es sei in der Tat F eine bikompakte Teilmenge eines Hausdorffschen Raumes R; wir 
betrachten einen beliebigen Punkt z ¢ R\F. Die der Bedingung z « R\U geniigenden 
offenen Mengen U bilden dann, wegen des Hausdorffschen Trennbarkeitsaxioms eine Uber- 
deckung der Menge F. Es gibt daher endlichviele solehe Mengen Ui, --- , Um derart, dass 


Fc © U; 


i=1 
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Gibt es eine umkehrbar stetige Abbildung des lokalbikompakten Raumes R 
auf einen Hausdorffschen Raum R’, so ist R’ ebenfalls lokalbikompakt." 

Man sagt, dass der Raum im Punkte x reguldr ist, falls es zu jeder Umgebung 
W dieses Punktes eine der Bedingung 


(4) UcCW 


geniigende Umgebung U desselben Punktes existiert. Man sagt, dass der Raum 
schlechthin reguldr ist, falls er in jedem Punkte regular ist." 
Man sieht sogleich ein, dass jeder regulare Raum Hausdorffsch ist. 


2. HinrssatTz I. Sei f eine stetige Abbildung eines Raumes R in einen Haus- 
dorffschen lokalbikompakten Raum R’. Ist diese Abbildung so beschaffen, dass 
jede bikompakte Punktmenge des Raumes R’ ein bikompaktes Urbild hat, so ist 
sie doppelstetig. 

Bewets. Sei A eine beliebige abgeschlossene Punktmenge des Raumes R. 
Es ist zu zeigen, dass f(A) in R’ abgeschlossen ist. 

Betrachten wir einen beliebigen Punkt 


(5) x’ f(A) ‘ 
Dieser Punkt hat in R’ eine Umgebung U’ mit bikompakter Abschliessung. 





ist. Es folgt 
bond = 
Fc S U; 
i=1 
also, wegen . zreR\NU; (¢ = 1, ---,m) 
zeR\F 


und da z ein beliebiges Element der Menge R\ F ist, ist die Inklusion F C F, d. h. die Abge- 
schlossenheit der Menge F bewiesen. Vgl. Alexandroff und Urysohn, S. 47. 

Es sei in der Tat f eine solche Abbildung; wir betrachten einen beliebigen Punkt 
z' eR’. Es gibt einen Punkt x e R derart, dass z’ = f(x) ist und eine Umgebung U dieses 
Punktes in R mit bikompakter Abschliessung. Wir setzen U’ = f(U). Dann ist U’ wegen 
der umkehrbaren Stetigkeit der Abbildung f in R’ offen, also eine Umgebung des Punktes 
z'. Die Menge f(U) ist als stetiges Bild einer bikompakten Menge bikompakt und demnach 
im Hausdorffschen Raume R’ abgeschlossen. Es gilt ferner U’ = f(U) C f(U), also auch 
U' cf(U). Die Menge U’ ist demnach als abgeschlossene Teilmenge einer bikompakten 
Menge bikompakt. Der beliebig gewihlte Punkt x’ hat somit eine Umgebung in R’ mit 
bikompakter Abschliessung w.z.b.w. 

Dass die Bedingung der umkehrbaren Stetigkeit hier unentbehrlich ist, die blosse 
Stetigkeit der Abbildung also nicht ausreicht, sieht man am einfachsten am Beispiele der 
Abzihlung der Menge der Rationalzahlen ein. Jede solche Abzihlung kann ja als stetige 
Abbildung des aus isolierten Punkten bestehenden, also lokalbikompakten Kaumes der 
natiirlichen Zahlen auf den nicht lokal kompakten, also a fortiori nicht lokalbikompakten 
Raum der Rationalzahlen betrachtet werden. Durch dieses Beispiel wird eine Behauptung 
des Herrn D. van Dantzig, nihmlich die Aussage T. 33 auf S. 598 seiner zitierten Abhandl- 
ung widerlegt. 

“ Alexandroff und Urysohn, 8S. 5. 
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Es gilt : 
Ac(AN f-(U’)) U f-(R’NU’) 


und demnach 
(6) f(A) c f(A N f-(O)) U RAV’. 


Die Menge f-(U’) ist aber als Urbild der bikompakten Menge U’ bikompakt. 
Ausserdem ist sie wegen der Stetigkeit der Abbildung f im Raume R abgeschlos- 
sen. Ihr Durchschnitt mit der abgeschlossenen Menge A ist demnach eine 
abgeschlossene Teilmenge einer bikompakten Menge. Also ist A f j-(U’) 
bikompakt. Daraus folgt ferner, dass auch f(A M f-(U’)) bikompakt ist, als 
stetiges Bild einer bikompakten Menge. Als bikompakte Teilmenge des Haus- 
dorffschen Raumes R’ ist diese Menge dortselbst abgeschlossen. Ebenfalls 
abgeschlossen ist die Menge R’\.U’ als Komplement der offenen Menge U’. 

Aus (5) und (6) folgt also 


a’ e f(A N f-(0’)) U (R'NU’. 
Andererseits gehért aber x’ der Menge R’\.U’ nicht an, da ja U’ eine Umge- 


bung dieses Punktes ist. 
Daraus folgt 





we f(A N f-(U’)) 


und a fortiori 


x’ € f(A) 
was somit eine Folgerung von (5) ist. 
Es gilt also a 
f(A) € f(A) 
w.z.b.w. 


3. Der Raum RF sei in paarweise fremde abgeschlossene Mengen zerlegt. 
Nach Baer und Levi kann aus einer solchen Zerlegung folgendermassen ein 
Raum R’ abgeleitet werden. 

Die Elemente der Zerlegung werden zu Punkten des Raumes R’ erklart. Als 
offene Mengen dieses Raumes gelten solche Mengen von Zerlegungselementen, 
deren Vereinigungsmengen in R offen sind.* 





18 Baer und Levi, S. 113. Da diese Autoren aus dem Bereiche der Hausdorffschen 
Raumen nicht heraustreten wollen, werden bei ihnen die Zerlegungen einer Einschrankung 
—der Bedingung a) ihres Satzes I—unterworfen. Im Bereiche der abstrakten Raiumen 
schwiacht sich diese Bedingung zu der blossen Abgeschlossenheitsforderung fiir die Zerleg- 
ungselemente ab. 

16 Kine andere Konstruktion stammt bekanntlich von Alexandroff (Vgl. SS. 556,557 
seiner zitierten Abhandlung). Die hier gebrauchte Konstruktion von Baer und Levi ist 
von der Alexandroffschen wesentlich verschieden. So besteht, z. B. im Falle der Zerlegung 
der Ebene in Parallelgeraden der Alexandroffsche Zerlegungsraum aus lauter isolierten 
Punkten, wihrend der Zerlegungsraum von Baer und Levi der Geraden homéomorph ist. 
Fir Zerlegungen bikompakter Raume stimmen die beiden Definitionen (von Baer und Lev! 
einerseits und Alexandroff andererseits) iiberein. 
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Ein Punkt 2 e R geh6rt einem und nur einem Elemente der Zerlegung an; ihm 
entspricht also ein eindeutig bestimmter Punkt x’ « R’. Dadurch wird eine 
stetige Abbildung des Raumes RF auf den Raum R’ bestimmt. 

Ist umgekehrt f eine stetige Abbildung des Raumes R auf einen Raum R’’, so 
entspricht jedem Punkte von R”’ ein in R abgeschlossenes Urbild. Die Urbilder 
der Punkte von R”’ bilden eine Zerlegung des Raumes RF in paarweise fremde 
abgeschlossene Mengen. Diese Zerlegung bestimmt einen abgeleiteten Raum 
R’, welcher im allgemeinen dem Raume R”’ nicht homéomorph zu sein braucht. 

Die durch die Konstruktion induzierte eineindeutige Abbildung des Raumes R’ 
auf den Raum R’’ ist zwar immer stetig; die inverse Abbildung ist aber dann und 
nur dann stetig wenn die Abbildung f so beschaffen ist, dass in R’’ jede Punkt- 
menge offen ist, deren Urbild in R offen ist. 

Ist diese Bedingung erfiillt, so sagen wir nach Baer und Levi, dass der Bild- 
raum R”’ beziiglich der Abbildung f von minimaler Dichte ist.” 

Ist die der stetigen Abbildung f des Raumes RF auf einen Raum R” entspre- 
chende Zerlegung gegeben und ist dabei bekannt, dass R’’ beziiglich f von mini- 
maler Dichte ist, so werden dadurch die Abbildung f und der Bildraum R’’ bis 
auf eine topologische Abbildung von R’’ eindeutig festgelegt.* R’’ ist dann 
nihmlich dem aus der Zerlegung abgeleiteten Raume homéomorph und es gilt 


f= of’ 
wobei f’ die durch die Zerlegung induzierte Abbildung von R auf R’, ¢ eine top- 
ologische Abbildung von R’ auf R’’ bezeichnet. 
Ks sei hier noch die wichtige Tatsache erwihnt, die darin besteht, dass im 


Falle einer doppelstetigen Abbildung des Raumes R auf einen Raum R’’ der 
letzte immer von minimaler Dichte beziiglich der Abbildung ist.” 


§2. Gruppen 


1. Diz Brcrirre:—Gruppe, Untergruppe, Nebenklasse, Invariante Unter- 
gruppe, Faktorgruppe, Homomorphismus, Isomorphismus, kommutative Gruppe, 
Erzeugenden—setzen wir als bekannt voraus.* Alle Gruppen schreiben wir 
additiv. Dementsprechend sprechen wir vom Nullelement einer Gruppe, statt 
vom Einheitselement. Das Nullelement wird durch 0 bezeichnet.”' Statt 
“Faktorgruppe” sagen wir “Differenzgruppe.”’ 





‘7 Baer und Levi, S. 112. 

's Baer und Levi, S. 113, Satz I, Behauptung c). 

Baer und Levi, S. 114. Der Beweis dieser Tatsache ist einfach. Sei wirklich f eine 
doppelstetige Abbildung des Raumes R auf den Raum R’’, A’ eine beliebige Teilmenge von 
R’ mit einem in R offenen Urbilde A. Dann ist R’ '\ A’ das Bild der in R abgeschlossenen 
Menge R\.A. Demnach ist R’ ‘\_ A" wegen der Doppelstetigkeit der Abbildung f in R’’ 
abgeschlossen und A’’ dortselbst offen, w.z.b.w. 

*° Vgl. z.B. B. van der Waerden, Moderne Algebra, Band 1, 8. 15-36. 

1 Diese einfache Bezeichnungsweise ist eigentlich nicht ganz korrekt, da verschiedene 
Gruppen verschiedene Nullelemente haben. Ich hoffe nicht desto weniger, dass die Ver- 
wendung des Zeichens 0 auch dann zu keinen Missverstindnissen fiihren wird, wenn gleich- 
zeitig mehrere Gruppen betrachtet werden; denn es wird immer klar sein, welches Nullele- 
ment darunter zu verstehen ist. 
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Ist A Teilmenge einer Gruppe G, so werden wir durch [A] die durch A erzeugte 
Untergruppe von G bezeichnen, d.i. die kleinste A unfassende Untergruppe von 
G. Fir A # AJ ist dies die Menge aller in der Form 


mit beliebiger endlicher Summandenanzahl m darstellbaren Elemente z « G, 
wobei h; ganze Zahlen, a; Elemente der Menge A sind. Fir die leere Menge 
gilt offenbar 


(7) [A] = (0). 


Sind A und B Teilmengen der Gruppe G, so bezeichnen wir durch A + B ihre 
algebraische Summe, d.i. die Menge aller x + y mit xe A und ye B; durch A — B 
bezeichnen wir die algebraische Differenz der Mengen A und B, d.i. die Menge 
aller x — y mit ze A und ye B; durch hA (h ganz) bezeichnen wir das h-fache 
Multiplum der Menge A, d.i. die Menge aller ha mit ze A. Statt (—1)A schrei- 
ben wir auch einfach —A; statt (xz) + A und A + (a) einfach z + A baw. 
A +2. 

Sind Ai, --- , A» endlichviele Teilmengen der Gruppe G, so bezeichnen wir 
durch 


Dd Ai 
i=1 

ihre algebraische Summe, d.i. die Menge aller 
De a 
i=1 


mit a;e¢ A; (i = 1, --- , m). 
Die so definierte algebraische Addition der Teilmengen einer Gruppe ist 
offenbar assoziativ. Solche Ausdriicke wie z.B. 


A+B4+C4D, 
A-—B+C-—D(=A + (-—B)+C+ (-—D) = (A — B) + (C — D)) 


kénnen demnach ohne Klammern geschrieben werden. In kommutativen 
Gruppen ist die algebraische Addition der Teilmengen offenbar auch kom- 
mutativ. 

Beziiglich der logischen Addition ist die algebraische, wie leicht ersichtlich 
distributiv. Es gilt 


™m 


[A+Ad, G{Ad+Auw © (4+) 


{=} ‘=1 t=] 


Vz 


A+ S {Ai} = 
i=1 


und analoge formeln gelten fiir die algebraische Subtraktion. 
Inklusionen kénnen algebraisch addiert und subtrahiert werden. Sind 
A, B, C, D Teilmengen von G, so haben die Inklusionen A C B und C CD die 
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Inklusionen A + C CB + Dund A — C CB — Daur Folge. Analog dazu 
folgen die Aussagen (A + C) N (B + D) ¥ Aund (A — CC) N (B— D) #A 
aus den Aussagen A B#¥ AundCNM D# A. Die Aussagen A MN (x + B) # A 
undze A — Bsind offenbar aquivalent. 

Die Bedingungen dafiir, dass eine Teilmenge A der Gruppe G eine Untergruppe 
von G ist, lassen sich in unserer Symbolik durch die Formeln 


A#A, A-—-ACA 
ausdriicken. 


2. Ist f ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe G@’, so gelten die 
leicht beweisbaren Formeln 


(8) S(A]) = [f(A], 
(9) f(A + B) = f(A) + (8), 
(10) f-F(A)) =A+f-O), 


wobei A und B beliebige Teilmengen von G sind; ist aber f ein Homomorphismus 
von G auf G’, so gilt ausserdem 


(11) f-(A' + B’)) = f(A) + f-(B) 
fiir beliebige Teilmengen A’ und B’ der Gruppe G’. 
§3. Topologische Gruppen 


1. In einer Menge G seien gewisse Teilmengen—die ‘‘offenen’’ Mengen—so 
ausgezeichnet, dass aus G ein Raum entsteht. In derselben Menge sei eine 
Verkniipfung ihrer Elemente—die ‘‘Addition’’—derart erklirt, dass @ beziiglich 
dieser Verkniipfung eine Gruppe bildet. Den Innbegriff dieses Raumes und 
dieser Gruppe nennen wir dann eine topologische Gruppe (Abkiirzung: T.- 
Gruppe), wenn folgende Bedingung erfiillt wird. 

STETIGKEITSAXIOM. Fiir beliebige Elemente x und y der Menge G und eine 
beliebige Umgebung W ihrer Differenz gibt es stets der Inklusion 


(12) U-—~VCW 
geniigende Umgebungen U und V von x bzw. von y. 


Die Elemente der Menge G werden dann Elemente oder auch Punkte der 
T.-Gruppe genannt. 


2. Das Stetigkeitsaxiom besagt offenbar nichts anderes als, dass x — y eine 
stetige Funktion des geordneten Punktepaars {z, y} ist. 

Aus diesem Axiom folgt unmittelbar, dass —y stetige Funktion von y ist. 
Genauer gesagt: zu jedem Punkte y der T.-Gruppe G und jeder Umgebung W des 
Punktes ~ y gibt es eine der Inklusion 


—-VCW 
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Ist A Teilmenge einer Gruppe G, so werden wir durch [A] die durch A erzeugte 
Untergruppe von G bezeichnen, d.i. die kleinste A unfassende Untergruppe von 
G. Fir A # A ist dies die Menge aller in der Form 


t= p he hia: 


mit beliebiger endlicher Summandenanzahl m darstellbaren Elemente z « G, 








: oe wobei h; ganze Zahlen, a; Elemente der Menge A sind. Fiir die leere Menge 
i gilt offenbar 
| (7) [A] = (0). 


Sind A und B Teilmengen der Gruppe G, so bezeichnen wir durch A + B ihre 
algebraische Summe, d.i. die Menge aller z + y mit xe A und ye B; durch A — B 
bezeichnen wir die algebraische Differenz der Mengen A und B, d.i. die Menge 
aller x — y mit xe A und ye B; durch hA (h ganz) bezeichnen wir das h-fache 
Multiplum der Menge A, d.i. die Menge aller hz mit ze A. Statt (—1)A schrei- 
ben wir auch einfach —A; statt (x) + A und A + (a) einfach x + A baw. 
A +72. 

Sind A,, --- , A» endlichviele Teilmengen der Gruppe G, so bezeichnen wir 
durch 





yA 
i=1 


ihre algebraische Summe, d.i. die Menge aller 
ds % 
‘=1 


mit a;e A; (i =1,---, m). 
Die so definierte algebraische Addition der Teilmengen einer Gruppe ist 
offenbar assoziativ. Solche Ausdriicke wie z.B. 


A+B4C4+D, 
A-—B+C—D(=A+(-B)+C+4 (-D) = (A — B) + (C — D)) 


kénnen demnach ohne Klammern geschrieben werden. In kommutativen 
Gruppen ist die algebraische Addition der Teilmengen offenbar auch kom- 
mutativ. 

Beziiglich der logischen Addition ist die algebraische, wie leicht ersichtlich 
distributiv. Es gilt 





: A+ © {Ai} = S{A+4A4i}, S{A}+A= S {A+ 4} 
i=1 i=1 i= i=1 
und analoge formeln gelten fiir die algebraische Subtraktion. 
ae HS Inklusionen kénnen algebraisch addiert und subtrahiert werden. Sind 
is “bi A, B, C, D Teilmengen von G, so haben die Inklusionen A C B und C CD die 
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Inklusionen A + C CB + Dund A — C CB — Daur Folge. Analog dazu 
folgen die Aussagen (A + C) N (B+ D) ¥Aund(A—C)N (B—D) #A 
aus den Aussagen A {1 B# AundCNM D#¥ A. Die Aussagen A N (x + B) ¥ A 
und ze A — Bsind offenbar aquivalent. 

Die Bedingungen dafiir, dass eine Teilmenge A der Gruppe G eine Untergruppe 
von G ist, lassen sich in unserer Symbolik durch die Formeln 


A#A, A-—-ACA 
ausdriicken. 


2. Ist f ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe G’, so gelten die 
leicht beweisbaren Formeln 


(8) f((A]) = [f(A)], 
(9) f(A + B) = f(A) +f), 
(10) f-G(A)) =A +f-O), 


wobei A und B beliebige Teilmengen von G sind; ist aber f ein Homomorphismus 
von G auf G’, so gilt ausserdem 


(11) f-(A’ + B’) = f(A) + f-(B) 
fiir beliebige Teilmengen A’ und B’ der Gruppe G’. 
§3. Topologische Gruppen 


1. In einer Menge G seien gewisse Teilmengen—die ‘“‘offenen’’ Mengen—so 
ausgezeichnet, dass aus G ein Raum entsteht. In derselben Menge sei eine 
Verkniipfung ihrer Elemente—die ‘‘Addition’’—derart erklirt, dass G beziiglich 
dieser Verkniipfung eine Gruppe bildet. Den Innbegriff dieses Raumes und 
dieser Gruppe nennen wir dann eine topologische Gruppe (Abkiirzung: T.- 
Gruppe), wenn folgende Bedingung erfiillt wird. 

STETIGKEITSAXIOM. Fiir beliebige Elemente x und y der Menge G und eine 
beliebige Umgebung W ihrer Differenz gibt es stets der Inklusion 


(12) U-—~VCW 
geniigende Umgebungen U und V von x bzw. von y. 


Die Elemente der Menge G werden dann Elemente oder auch Punkte der 
T.-Gruppe genannt. 


2. Das Stetigkeitsaxiom besagt offenbar nichts anderes als, dass x — y eine 
stetige Funktion des geordneten Punktepaars {2, y} ist. 

Aus diesem Axiom folgt unmittelbar, dass —y stetige Funktion von y ist. 
Genauer gesagt: zu jedem Punkte y der T.-Gruppe G und jeder Umgebung W des 
Punktes — y gibt es eine der Inklusion 


—-VCW 
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Ist A Teilmenge einer Gruppe G, so werden wir durch [A] die durch A erzeugte 
Untergruppe von G bezeichnen, d.i. die kleinste A unfassende Untergruppe von 
G. FirA = A ist dies die Menge aller in der Form 


™m™ 
t= > By hia; 
i=1 


mit beliebiger endlicher Summandenanzahl m darstellbaren Elemente z « G, 
wobei h; ganze Zahlen, a; Elemente der Menge A sind. Fir die leere Menge 
gilt offenbar 


(7) [A] = (0). 


Sind A und B Teilmengen der Gruppe G, so bezeichnen wir durch A + B ihre 
algebraische Summe, d.i. die Menge aller x + y mit xe A und ye B; durch A — B 
bezeichnen wir die algebraische Differenz der Mengen A und B, d.i. die Menge 
aller xz — y mit xe A und ye B; durch hA (h ganz) bezeichnen wir das h-fache 
Multiplum der Menge A, d.i. die Menge aller hz mitze A. Statt (—1)A schrei- 
ben wir auch einfach —A; statt (x) + A und A + (2) einfach x + A baw. 
A +7. 

Sind A;, --- , Am endlichviele Teilmengen der Gruppe G, so bezeichnen wir 
durch 


Ms 


I 
- 


A; 


v 


ihre algebraische Summe, d.i. die Menge aller 


m 
dy ai 
i=1 


mit a;¢ A; (¢ = 1, --- , m). 
Die so definierte algebraische Addition der Teilmengen einer Gruppe ist 
offenbar assoziativ. Solche Ausdriicke wie z.B. 


A4+B4C4+D, 
A-—~B+C-—D(=A4+4(-B)+C + (-D) = (A — B) + € — D)) 


kénnen demnach ohne Klammern geschrieben werden. In kommutativen 
Gruppen ist die algebraische Addition der Teilmengen offenbar auch kom- 
mutativ. 

Beziiglich der logischen Addition ist die algebraische, wie leicht ersichtlich 
distributiv. Es gilt 

A+ © {Ai} = S {A+ Aj}, S {Aj} +A= S {A+ 4} 
¢=] ‘=1 i=1 ‘= 

und analoge formeln gelten fiir die algebraische Subtraktion. 

Inklusionen kénnen algebraisch addiert und subtrahiert werden. Sind 
A, B, C, D Teilmengen von G, so haben die Inklusionen A C B und C CD die 
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Inklusionen A + C CB + Dund A — C CB — Daur Folge. Analog dazu 
folgen die Aussagen (A + C) N (B + D) ¥ Aund (A —C)N (B-—D)#A 
aus den Aussagen A 1) B# AundC NM D#A. Die Aussagen A N(x + B) XA 
undze A — Bsind offenbar Aquivalent. 

Die Bedingungen dafiir, dass eine Teilmenge A der Gruppe G eine Untergruppe 
von Gist, lassen sich in unserer Symbolik durch die Formeln 


A#A, A—ACA 


ausdriicken. 


2. Ist f ein Homomorphismus einer Gruppe G in eine Gruppe G’, so gelten die 
leicht beweisbaren Formeln 


(8) f(IA]) = [f(A)], 
(9) f(A + B) = f(A) + f@), 
(10) f(A) = A + f-O), 


wobei A und B beliebige Teilmengen von G sind; ist aber f ein Homomorphismus 
von G auf G’, so gilt ausserdem 


(11) f(A’ + B’)) = f(A) + f-(B) 
fiir beliebige Teilmengen A’ und B’ der Gruppe G’. 
§3. Topologische Gruppen 


1. In einer Menge G seien gewisse Teilmengen—die ‘“‘offenen’’? Mengen—so 
ausgezeichnet, dass aus G ein Raum entsteht. In derselben Menge sei eine 
Verkniipfung ihrer Elemente—die “‘Addition’’—derart erklirt, dass G beziiglich 
dieser Verkniipfung eine Gruppe bildet. Den Innbegriff dieses Raumes und 
dieser Gruppe nennen wir dann eine topologische Gruppe (Abkirzung: T.- 
Gruppe), wenn folgende Bedingung erfiillt wird. 

STETIGKEITSAXIOM. Fiir beliebige Elemente x und y der Menge G und eine 
beliebige Umgebung W ihrer Differenz gibt es stets der Inklusion 


(12) U-—~VCW 
geniigende Umgebungen U und V von x bzw. von y. 


Die Elemente der Menge G werden dann Elemente oder auch Punkte der 
T.-Gruppe genannt. 


2. Das Stetigkeitsaxiom besagt offenbar nichts anderes als, dass x — y eine 
stetige Funktion des geordneten Punktepaars {2, y} ist. 

Aus diesem Axiom folgt unmittelbar, dass —y stetige Funktion von y ist. 
Genauer gesagt: zu jedem Punkte y der T.-Gruppe G und jeder Umgebung W des 
Punktes — y gibt es eine der Inklusion 


—-VCW 
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geniigende Umgebung V von y. Um dies einzusehen, braucht man nur im Wort- 
laute des Stetigkeitsaxioms x = 0 zu setzen. 

Daraus folgt weiter, dass x + y stetige Funktion des Punktepaars {z, y} ist, 
Genauer gesagt: fiir beliebige Punkte x und y der T.-Gruppe G und eine beliebige 
Umgebung W ihrer Summe gibt es der Inklusion 


U+VCW 


geniigende Umgebungen U und V von x bzw. von y. Zum Beweise braucht man 
nur die Umgebungen U und V, der Punkte zx und —y gemiiss dem Stetigkeit- 
saxiom so zu nehmen, dass die Bedingung 


U—-Vicw 
erfiillt ist, und dann eine der Inklusion 
—-VC Vi 


geniigende Umgebung V des Punktes y zu wiahlen. 
Es sei hier noch die folgende Behauptung angefiihrt, welche sich auch aus dem 
Stetigkeitsaxiom leicht ableiten lasst. 
Zu jeder Umgebung U des Nullpunktes einer T.-Gruppe gibt es stets eine der 
Bedingung 
V-—-VcCU 


geniigende Nullpunktsumgebung V. 
Nach dem Stetigkeitsaxiom gibt es in der Tat Nullpunktsumgebungen V, und 
V2 derart, dass 


¥,-—V2c U 


ist. Setzt man 


V=ViNV; 


so ist V eine Nullpunktsumgebung der gewiinschten Art. 
Ebenso beweist man die Behauptung: 
Zu jeder Umgebung U des Nullpunktes einer T.-Gruppe gibt es stets eine der 
Bedingung 
V+VcU 


gentigende Nullpunktsumgebung V. 

Die zwei letzten Behauptungen kénnen endlich durch naheliegenden Induk- 
tionsschluss folgendermassen verallgemeinert werden. 

Zu jeder Umgebung U des Nullpunktes einer T.-Gruppe und jedem endlichen 


™ 


System ganzer Zahlen {h;}"7_, gibt es stets eine der Bedingung 


Y~ravcu 


t=1 


gentigende Nullpunktsumgebung V. 
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3. Ist eine der Teilmengen A, B der T.-Gruppe G dortselbst offen, so ist auch 
A+ BinG offen. 

Zum Beweise nehmen wir an, dass z.B. A in G offen ist und betrachten einen 
beliebigen Punkt re A + B. Nach der Definition der algebraischen Summe gibt 
es Punkte ze A und ye B derart, dass 


meezt+y 


ist. Die Menge A ist also Umgebung des Punktes z = z — y. Es folgt nach 
dem Stetigkeitsaxiom, dass es Umgebungen U, V der Punkte x bzw. y derart 


existieren, dass 
(13) U-—-VCA 


ist. Aus (13) folgt aber wegen y « V 
U—yCaA 


und demnach 
UCA+yCAGB. 


Damit ist gezeigt, dass es zu jedem Punkte z der Menge A + B eine in dieser 
Menge enthaltene Umgebung U gibt, wodurch die Offenheit der Menge A + B 
im Falle des offenen ersten Summandes bewiesen ist. Analog wird der Fall des 
offenen zweiten Summandes behandelt. 

Ist speziell U eine Nullpunktsumgebung in der T.-Gruppe G, so sind fiir jeden 
Punkt x e G die beiden Mengen x +- U und U + x Umgebungen dieses Punktes. 

Die Richtigkeit der folgenden Behauptungen wird auch sehr leicht nach- 
gewiesen. 

Ist A eine offene Teilmenge der T.-Gruppe G, so ist auch —A in G offen. Ist 
speziell U eine Nullpunktsumgebung, so ist auch — U eine Nullpunktsumgebung. 

Ferner sieht man leicht ein, dass jede offene und nichtleere Teilmenge der 7.- 
Gruppe G eine offene Untergruppe von G erzeugt. Ist in der Tat A eine nichtleere 
Teilmenge von G, so gilt offenbar 


[A] = [A] + 4. 


Ist A iiberdies offen, so ist demnach [A] ebenfalls offen als algebraische Summe 
mit einem offenen Summanden. 

Ist A eine offene Untergruppe einer T.-Gruppe G so sind auch alle Neben- 
glassen x + A und A + z offen. Die Vereinigungsmenge aller echten (d.h. 
von A verschiedenen) rechten (bzw. linken) Nebenklassen zu A, d.h. die Menge 
G\A, ist demnach ebenfalls offen. Daraus folgt sogleich, dass eine zusammen- 
hangende topologische Gruppe keine offenen echten Untergruppen enthdlt. 

Daraus folgt endlich, dass eine zusammenhdngende T.-Gruppe von jeder Null- 
punktsumgebung erzeugt wird. Ist wirklich U eine Nullpunktsumgebung in 





* Vel. F. Leja, Sur la notion du groupe abstrait topologique, Fund. Math., 9, 1927, 8. 
37-44, insbesondere S. 42. 
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der zusammenhingenden T.-Gruppe G, so ist [U] eine offene Untergruppe von 
G, also da G keine offene echte Untergruppen enthalt, 


[U] = G. 


4. Obwohl wir das Hausdorffsche Trennbarkeitsaxiom nicht ausdriicklich 
postuliert haben, ist dieses Axiom in jeder T.-Gruppe von selbst erfiillt. Es gilt 
sogar die schirfere Bedingung der Regularitat.” 

Ist in der Tat x ein beliebiger Punkt der T.-Gruppe G, W eine beliebige Umge- 
bung dieses Punktes, so gibt es nach dem Stetigkeitsaxiom Umgebungen U and V 
der Punkte x baw. 0 derart, dass die Inklusion (12) erfiillt wird. Ich behaupte, 
dass U der Bedingung (4) geniigt. 

Sei in der Tat y ein beliebiger Punkt der Menge U. Dann ist y + V nach §3.3 
eine Umgebung des Punktes y. Daraus folgt aber 


UNY+V)AA 
oder, was dasselbe ist 
yeU—V. 
Wegen (12) ist also 
ye W 
und, da dies fiir jeden Punkt y ¢ U gilt, ist die Inklusion (4) bewiesen. 


5. Hitrssatz II. Sind A und B bikompakte Teilmengen einer T.-Gruppe, so 
ist A — B ebenfalls bikompakt. 

Bewets. Es seien A und B bikompakte Teilmengen der T.-Gruppe G, & 
eine Uberdeckung der Menge A — B. Zu zeigen ist, dass diese Uberdeckung 
eine endliche Teilmenge enthilt, welche die Menge A — B ebenfalls iiberdeckt. 

Wir definieren zunichst zu jeder offenen Menge U die Menge %, aller offenen 
Mengen V, fiir welche die Differenz U — V in einem Elemente der Uberdeckung 
¥ enthalten ist. Fiir jeden Punkt z sei ferner durch %, die Vereinigungsmenge 
der Mengen %,, bezeichnet, wobei U die Gesamtheit der Umgebungen dieses 
Punktes durchliuft. Ich behaupte, dass %, fiir jeden Punkt 


(14) zeA 


eine Uberdeckung der Menge B ist. 

Ist in der Tat y ein beliebiger Punkt dieser letzten Menge und gilt (14), so 
ist x — ye A — Bund da B eine Uberdeckung der Menge A — B ist, gibt es 
eine Menge W « %& derart, dass x — ye W ist. Wir nehmen nun Umgebungen 
U und V der Punkte z baw. y gemiss dem Stetigkeitsaxiom, so dass die Inklusion 
(12) erfiillt wird. Nach der Definitionder Menge %, ist dann V ¢ By, also, da U 





29 Vgl. §1.1. 
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eine Umgebung von z ist, V e B.. Der beliebig gewahlte Punkt y « B gehért 
somit einem Elemente naihmlich V der Menge &, an und es gilt tatsiichlich 


BCS, 


wie behauptet war. 
Nun sei ll die Menge aller offenen Mengen U von der Beschaffenheit, dass 


¥, eine Uberdeckung von B ist. Ich behaupte, dass Ul eine Uberdeckung der 


Menge A ist. 
Es sei x ein beliebiger Punkt der Menge A. Nach dem soeben bewiesenen 
ist dann %, eine Uberdeckung der bikompakten Menge B und es gibt also end- 


lichviele Mengen 
Vie, (j= 1,+--,@ 
derart, dass 
“@ 
(15) Bc @ {V;} 
j=1 


ist. Nach der Definition der Menge %, gibt es ferner zu jeder Zahl j = 1, --- ,q 
je eine Umgebung U} des Punktes z derart, dass 


(16) Vie Bus (j=1,---,9) 
ist. Wir setzen 
(17) U* = D (U9). 
ms 
Dann ist U* ebenfalls eine Umgebung des Punktes z und es gilt 


(18) V;e By (j=1,---,9). 


_ Wegen (16) gibt es in der Tat zu jeder Zahl j = 1, --- , q ein Element W; der 
Uberdeckung YW derart, dass 


(19) U; —Vi CW; 
ist. Aus (17) und (19) folgt aber 
U* —~ V; CW; 


und daraus die Aussage (18). 
Aus (15) und (18) folgt nun 


B Cc SBy+ 
und daraus nach der Definition der Menge U 
U* ell. 


Der beliebig gewahlte Punkt x ¢ A gehért somit einem Elemente, naéhmlich 
U*, der Menge U1 an und es gilt tatsichlich die Inklusion (3), wie behauptet war. 
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Wir greifen nun aus der Uberdeckung Ul der bikompakten Menge A endlich- 
viele Mengen ; 


U;ell (¢ = 1,---,p) 
derart heraus, dass 
Pp 
(20) AC © {U;} 
i=1 


ist. Fir jede dieser Mengen ist dann By; nach der Definition der Menge 1 
eine Uberdeckung der bikompakten Menge B. Also gibt es zu jeder Zahl 
i = 1, --- , pje endlichviele Mengen 


Vi; € Bu; G=1,---,p;j=1,---,q) 


derart, dass 
‘i 
j™=1 


ist. Nach der Definition der Mengen %, gibt es endlich zu jedem Zahlenpaar 
{i,j} mit 1 <i S$ p,1 <j S qije ein Element W,,; der Uberdeckung & derart, 
dass 


(22) U; — Vi,5 C Wi; 
ist. 
Aus (20), (21) und (22) folgt nun 


A- BCS {Uj -B= (us Bic E{v.-S tva} 


i=1 I= 


= é{ S {U; wii Vis} Cc &{ S (Wath 
i=1\j=1 i=1\j=1 


Die Mengen W;,;, welche eine endliche Teilmenge der Uberdeckung ¥ bilden, 
iiberdecken somit die algebraische Differenz A — B w.z.b.w. 

Korouuar. Ist B eine bikompakte Teilmenge einer T.-Gruppe, so ist auch —B 
bikompakt; sind A und B bikompakte Teilmengen einer T.-Gruppe, so ist auch 
A + B bikompakt. 

Um diese Behauptungen zu beweisen, braucht man nur den Hilfssatz II auf 
den Fall A = (0) anzuwenden und die Identitit 


A+BuA+(-5j 


zu beriicksichtigen. 


6. Jede Untergruppe A einer T.-Gruppe G kann auch als Raum aufgefasst 
werden. Die offenen Mengen dieses Raumes werden auf die wohlbekannte 
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Weise* als Durchschnitte der Menge A mit den offenen Mengen von G 
definiert. Man sieht sofort ein, dass die offenen Mengen von A mit der auf die 
Elemente dieser Menge eingeschrinkten Additionsverkniipfung durch das 
Stetigkeitsaxiom verbunden sind. Die Menge A kann m.a.W. als T.-Gruppe 
betrachtet werden. Die auf diese Weise definierten T.-Gruppen heissen topo- 
logische Untergruppen (Abkiirzung: T7.-Uniergruppen) von G. 


7. Ist A eine abgeschlossene Teilmenge der T.-Gruppe G und z « G, so sind die 
Mengen x + A und A + 2 ebenfalls abgeschlossen. Den G\ A ist dann offen; 


die Mengen 
G\@ + A) =2+ (GA), G\(44+2) = @\4) 4+ 2 


sind demnach ebenfalls offen, woraus die Abgeschlossenheit der Mengen 
t+A,A + 2 sofort folgt. 

Ist speziell A eine abgeschlossene Untergruppe von G, so sind alle linken und 
alle rechten Nebenklassen zu A ebenfalls abgeschlossen. Die linken (bzw. 
rechten) Nebenklassen bilden eine Zerlegung der T.-Gruppe G in paarweise 
fremde abgeschlossene Mengen. Aus dieser Zerlegung kann ein Raum nach 
der in §1.3 angefiihrten Vorschrift von Baer und Levi abgeleitet werden. Die 
linken (bzw. rechten) Nebenklassen werden zu Punkten dieses Raumes erklart; 
als offen gelten diejenigen Nebenklassenmengen, deren Vereinigungsmengen in 
G offen sind. 

Ist dabei A eine invariante Untergruppe von G, so kann man in der Menge 
der Nebenklassen auf die wohlbekannte Weise eine Addition definieren, wodurch 
eine Gruppe—die Differenzgruppe* G/A—entsteht. In unserem Falle ist 
letztere zugleich ein Raum und, wie man sich leicht tiberzeugt, sind die offenen 
Mengen dieses Raumes mit der Addition in der Differenzgruppe durch das 
Stetigkeitsaxiom verbunden. Die Differenzgruppe G/A kann somit als T.- 
Gruppe aufgefasst werden. Diese T.-Gruppe nennen wir die topologische Differ- 
enzgruppe (Abkiirzung: 7T.-Differenzgruppe) der T.-Gruppe G nach der abge- 
schlossenen invarianten Untergruppe A. 

Jedem Punkte z e G entspricht ein Punkt der T.-Differenzgruppe G/ A—die 
den Punkt x enthaltende Nebenklasse. Die dadurch bestimmte Abbildung von 
G auf G@/A mége durch f, bezeichnet sein. Sie ist nach der Konstruktion stetig 
und homomorph. Die T.-Differenzgruppe G/A ist beziiglich f, von minimaler 
Dichte.”” 

Die Abbildung f, hat iiberdies die Eigenschaft der umkehrbaren Stetigkeit. 
Es gilt wirklich gemiiss (10) 


fa(f.(B)) = B+f,0) =B+A 





* Vgl. Hausdorff, 8. 240 u. ff. 
* Vel. §3.3. 
% Vel. §2.1, 
7 Vgl. §1.3. 
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fir jede Menge B CG. Ist nun diese Menge in G offen, so ist also nach §3.3 
auch f; (f4(B)) dortselbst offen. Daraus folgt aber, dass f,(B) in GA offen 
ist, da ja diese T.-Gruppe beziiglich f,4 von minimaler Dichte ist. 

Unter Heranziehung der in der Fussnote 13 bewiesenen Behauptung schliesst 
man daraus, dass jede 7.-Differenzgruppe einer lokalbikompakten T'.-Gruppe 
ebenfalls lokalbikompakt ist. 

Da ferner die Eigenschaft einer Menge zusammenhangend zu sein bei jeder 
stetigen Abbildung erhalten bleibt, cst jede T.-Differenzgruppe einer zusammen- 
hdngenden T.-Gruppe ebenfalls zusammenhdngend. 


8. Unter einem topologischen Isomorphismus der T.-Gruppe G auf eine T.- 
Gruppe G’ versteht man jede Abbildung von G auf G’ die zugleich topologisch 
und homomorph ist. Gibt es eine solche Abbildung, so sagen wir, dass die 
T.-Gruppen G und G’ topologisch isomorph sind und schreiben 


G *¥ G’. 


Ist f ein stetiger Homomorphismus der T.-Gruppe G auf eine T.-Gruppe @’, 
so entspricht jedem Punkte von G’ ein in G abgeschlossenes Urbild. Das 
Urbild des Nullpunktes von G’ ist dabei eine invariante Untergruppe von G, 
wihrend anderen Punkten von G’ die echten Nebenklassen zu f~(0) entsprechen. 
Durch die auf diese Weise entstehende Zerlegung der T.-Gruppe wird die T.- 
Differenzgruppe G/f-(0) bestimmt. Letztere braucht im allgemeinen der 
T.-Gruppe G’ nicht topologisch isomorph zu sein. Die durch die Konstruktion 
induzierte eineindeutige Abbildung von G/f-(0) auf G’ ist zwar immer stetig 
und homomorph; die inverse Abbildung ist aber dann und nur dann stetig, wenn 
G’ beziiglich f von minimaler Dichte ist, was im allgemeinen nicht der Fall zu 
sein braucht. 

Ist aber bekannt, dass G’ beziiglich f von minimaler Dichte ist, und ist die 
entsprechende Zerlegung von G gegeben, so wird der stetige Homomorphismus 
f durch diese Daten bis auf einen topologischen Isomorphismus der Bildgruppe 
G’ eindeutig festgelegt. 

Nach §1.3 gibt es dann nahmlich eine topologische Abbildung ¢ von G/f~(0) 
auf G’ derart, dass 


(23) f=¢fa 
ist, mit 

Aus (23) schliesst man aber mit Riicksicht auf die Homomorphie der Abbildun- 
gen f und f,4, dass auch ¢ ein Homomorphismus, also ein topologischer Isomor- 
phismus ist. 

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes stellt man folgende topologische 
Isomorphie sofort auf 


(24) (G/A)/B * G/f,(B). 
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Hierbei ist A eine abgeschlossene invariante Untergruppe von G und B eine 
abgeschlossene invariante Untergruppe von G A, 


9. Unter einer Plattung der T.-Gruppe G zu der T.-Gruppe G@’ werden wir 
jeden stetigen Homomorphismus von G auf G’ verstehen, von der Beschaffen- 
heit, dass jede bikompakte Teilmenge von G’ ein bikompaktes Urbild hat. Ist 
f ein solcher Homomorphismus, so sagen wir auch, dass G zu G’ vermdége f 
geplattet wird. 

Nach §3.4 und -Hilfssatz I schliesst man sogleich, dass jede Plattung einer 
T.-Gruppe zu einer lokalbikompakten T.-Gruppe doppelstetig ist. Nach der 
Schlussbehauptung von §1 und nach §3.8 folgt daraus ferner, dass jede solche 
Plittung durch die entsprechende Zerlegung, d.h. letzten Endes durch die ent- 
sprechende invariante Untergruppe wesentlich eindeutig bestimmt wird. Ist 
nihmlich G die Urbildgruppe, A die fragliche invariante Untergruppe, so ist die 
Bildgruppe der T.-Differenzgruppe GA topologisch isomorph und die betrach- 
tete Plattung stimmt bis auf einen topologischen Isomorphismus der Bildgruppen 
mit der Abbildung f, iiberein. 


10. Der n-dimensionale Vektorraum des Analytikers* kann als Beispiel einer 
T.-Gruppe betrachtet werden. Die Addition ist dort schon durch die Gleichung 
(1) definiert. Man muss nur die offenen Mengen erkliren, was auf die wohl- 
bekannte Weise geschieht. 

Unter der wiirfelartigen e-Umgebung des Vektors { £;} ?—, verstehen wir nihmlich 
die Menge aller den Bedingungen 


Ini — &il <e (@@ =1,---,n) 


geniigenden Vektoren {n:}-,. Wir sagen, dass eine Menge von Vektoren A 
offen ist, wenn zu jedem zx ¢ A eine Zahl « > 0 derart gibt, dass die wiirfelartige 
e-Umgebung von z in A enthalten ist. 

Die so definierte T.-Gruppe mége der n-dimensionale analytische Vektorraum 
heissen und sei durch E,, bezeichnet. 

Unter einem n-dimensionalen Vektorraum (n > 0) wird im folgenden jede 
dem n-dimensionalen analytischen Vektorraume topologisch isomorphe T.- 
Gruppe verstanden. Unter einem 0-dimensionalen Vektorraume werden wir 
eine aus dem Nullpunkte allein bestehende T.-Gruppe verstehen. Endlich 
verstehen wir unter einem Vektorraume schlechthin jeden n-dimensionalen 
Vektorraum mit n = 0. 

Wir haben auf diese Weise den geometrischen Begriff des Vektorraumes 
inkonsequent, weil nicht geometrisch definiert. Unsere Aufgabe wird nun 
gerade darin bestehen, diese schlechte aussere auf dem Begriff der reellen Zahl 
fundierte Definition durch eine innere Kennzeichnung zu ersetzen. 





*® Vgl. Einleitung, 1. 
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Diesem Ziele kénnen wir uns schon jetzt etwas nahern, wenn wir folgende 
offensichtliche Eigenschaften der Vektorraéume ins Auge fassen. 

Jeder Vektorraum ist lokalbikompakt, zusammenhdngend und kommutativ. 

Diese Eigenschaften bleiben nahmlich bei jedem topologischen Isomorphismus 
erhalten und da sie bei den analytischen sowohl bei den 0-dimensionalen Vek- 
torriumen wirklich da sind, sind sie bei jedem Vektorraume vorhanden. 

Lokalbikompakte und zusammenhiangende T.-Gruppen werden wir im fol- 
genden kontinuierliche Gruppen nennen. Unsere Fragestellung kénnen wir 
folgendermassen prdzisieren : 

Durch welche innere Eigenschaften kénnen die Vektorréume unter den kom- 
mutativen kontinuierlichen Gruppen gekennzeichnet werden? Welche Stellung 
nehmen die Vektorriume unter diesen T.-Gruppen ein? 

Unsere Beantwortung dieser Frage beruht auf folgendem Satze: 

PLAtTrunGcssatz. Jede kommutative kontinuierliche Gruppe kann zu einem 
Vektorraume gepldttet werden. 

Den Beweis dieses Satzes betrachte ich als Hauptresultat der vorliegenden 
Untersuchung. 


§4. Die Beherrschungsbeziehung 


1. Esseien A und B Teilmengen einer kommutativen T.-Gruppe (Abkiirzung: 
k. T.-Gruppe) G. Wir sagen, dass die Menge A in G von der Menge B beherrscht 
wird, wenn in G eine bikompakte Teilmenge F derart existiert, dass 


(25) ACB4AF 
ist. Wir schreiben dann 
(26) A © B (in G@) 


wobei die Andeutung der T.-Gruppe G eventuell fortgelassen wird. 
Man sieht sogleich, dass diese Beziehung reflexiv und transitiv ist. 
Ks gilt in der Tat 


A=A + (0) 
fiir jede Menge A C G; und (0) ist eine bikompakte Menge. Also ist 
ACA. 
Gilt ferner 
AGA . See. 
so gibt es in G bikompakte Mengen F und F’ derart, dass 
ACB+F, BCC+F' 


also 
ACC +4 (F’ + F) 
ist. Daraus folgt aber nach Korollar aus Hilfssatz II 


A&C. 


W 


nes 


lj 








ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME 483 


Beherrschungen kénnen algebraisch addiert und subtrahiert werden. Sind 
wirklich A, B, C, D Teilmengen von G und gilt 


ACB, CED 
so gibt es in G bikompakte Teilmengen F und F’ derart, dass 
ACB+F CCD-+F' 
ist. Daraus folgt aber wegen der vorausgesetzten Kommutativitaét der T.- 
Gruppe G 
AtzCCBa2D+4+(F2 F’) 
wobei F + F’ nach Hilfssatz II bzw. dessen Korollar bikompakt ist. Also ist 
A+tCCBsD. 


2. Ist f ein stetiger Homomorphismus der k.T.-Gruppe G in eine k.T.-Gruppe 
G’, so folgt aus der Aussage (26) die Aussage 


(27) f(A) Sf(B) (in G’). 
Aus der Inklusion (25) folgt in der Tat gemiiss (9) die Inklusion 
f(A) <f(B) + fi), 


wobei f(F) als stetiges Bild einer bikompakten Menge bikompakt ist. 

Ist f tiberdies eine Plattung von G zu G’, so folgt auch umgekehrt (26) aus 
(27). Besteht dann in der Tat diese letzte Beherrschung, so gibt es in G’ eine 
bikompakte Teilmenge F’ derart, dass 


f(A) Cf(B) + F’ 

ist. Nach (10) und (11) folgt daraus 
AC f-(f(A)) € f-(f(B) + FP) = f-(f(B)) + FF) 

= B+ 3-0) +f-(F) =B+f-O+ PF) =B+S-F!) 
also (25) mit 

F = f-(F’). 

bm Menge ist aber nach der Definition der Plattung bikompakt. Also 
gl ; 


3. Hinrssatz III. Jede kommutative kontinuierliche Gruppe wird von einer 
Untergruppe mit endlichvielen Erzeugenden beherrscht. 

Brwets. Sei G eine kommutative kontinuierliche Gruppe. Wir nehmen in 
G eine Nullpunktsumgebung U mit bikompakter Abschliessung. Nach Hilfs- 
satz IT ist dann die Menge U — U ebenfalls bikompakt. Die Mengen z + U 
mit ¢U — U sind nach §3.3 Umgebungen der entsprechenden Punkte z, bilden 











=" 
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also eine Uberdeckung der bikompakten Menge U — U. Es gibt demnach 


endlichviele Punkte ai, --- , @m derart, dass 

(28) U-—-Uc @ {a; + U} 
i=1 

ist. Sei 


A = (a, --+ 5 Gm). 


Ich behaupte, dass G von der Gruppe [A] mit endlichvielen Erzeugenden 
Qi, «++ , Gm beherrscht wird. 
Wegen (28) ist in der Tat 


U—UcC[A]+U 
und da [A] eine Gruppe ist, ist 
[A] + [A] C[A]. 
Aus diesen Inklusionen folgt nun wegen der Kommutativitaét von G 
([A] + U) — ((A] + U) C[A] — [A] + U-—- U C[A] + [4] + U CfA] + U 


und da [A] + U ausserdem nichtleer ist, ist das eine Untergruppe von G.” 
Nach §3.3 ist diese Untergruppe offen, da U offen ist. Es folgt 


[A]+U=G 


da G nach Voraussetzung zusammenhingend ist, also nach §3.3 keine offenen 
echten Untergruppen enthalt. Um so mehr ist 


Gc[A]J+U 
also, da U bikompakt ist 
(29) G € [A] (in G) 
w.z.b.w. 
4. Der soeben bewiesene Hilfssatz veranlasst uns folgendermassen eine 
topologisch-algebraische Invariante zu definieren. 
Wir betrachten die der Bedingung (29) geniigende Teilmengen A einer gege- 


benen k.T.-Gruppe G; die kleinste unter ihren Machtigkeiten soll der topologisch- 
algebraische Rang der T.-Gruppe G heissen und mége durch 


tar G 


bezeichnet werden. 





29 Vgl. §2.1. 


us 


Se A ce ce ll 
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Hilfssatz III besagt nichts anderes, als dass jede kommutative kontinuierliche 
Gruppe einen endlichen topologisch-algebraischen Rang besitzt. Nach (7) ist 
offenbar dann und nur dann 


tar G = 0 


wenn G bikompakt ist. 
Dass tar G eine topologisch-algebraische Invariante ist, d.h. bei jedem topo- 
logischen Isomorphismus von G erhalten bleibt, ist ohne weiteres klar. Es gilt 


aber mehr. 
Gibt es einen stetigen Homomorphismus der kommutativen kontinuierlichen 


Gruppe G auf eine k.T.-Gruppe G’, so hat auch G’ einen wohlbestimmten topologisch- 
algebraischen Rang und es gilt 


(30) tar G’ < tarG. 
Sei wirklich f ein solcher Homomorphismus. In G gibt es eine der Bedingung 


(29) geniigende Teilmenge A von der Machtigkeit tarG. Nach §4.2 und Formel 
(8) haben wir 


G’ € [f(A)] (in G’) 


wobei die Machtigkeit von f(A) nicht grésser, als die endliche Zahl tar G ist. 
Die Existenz von tar G’ und die Ungleichung (30) ergeben sich daraus sofort. 

Ist dabei f eine Plittung von G zu G’, so gilt in (30) das Gleichhettszeichen. In 
G’ gibt es -wirklich eine Teilmenge B’ von der endlichen Machtigkeit tar G’ 
derart, dass 


(31) G’ & [B’] (in G’) 
ist. Sei 
B’ = (bi, ---,6,), m= tarG’. 
Zu jeder Zahl i = 1, --- , n wahle man je einen Punkt 
bieG 
derart, dass 
(32) b= fed 


ist. Diese Punkte sind saimtlich voneinander verschieden und bilden eine 
Teilmenge ° 


B = (bi, «++ , dn) 





** Die Existenz von tar G fir allegemeine kommutative G folgt aus dem Satze: in jeder 
_ Menge von Machtigkeiten gibt es eine kleinste Michtigkeit. Der Beweis dieses Satzes 
beruht aber auf dem Auswahlaxiom. Um den Hinweis auf dieses Axiom zu vermeiden, 
beschriinken wir uns im nachst folgenden auf die Betrachtung von kommutativen konti- 
nuierlichen Gruppen. 
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von G von der Machtigkeit tar G’. Nach (32) ist ferner 


B’ = f(B) 
woraus, nach (8), (31) und §4.2 die Beherrschung 
(33) G & [B] (in G) 


folgt. Aus (33) bekommt man sofort 
tar G S tar G’ 
was mit (30) zusammen die Gleichheit 
tar G = tar G’ 
ergibt. 
§5. Ein topologisch-algebraischer Abhangigkeitsbegriff 


1. Es sei A eine Teilmenge einer k.T.-Gruppe G, x ein Punkt von G. Wir 
werden sagen, dass x von A in G abhdngt, wenn 


(34) [(z)] © [A] (in @) 
ist. 

Gleichbedeutend damit ist die Beherrschung 
(35) [A U (2)] © [A](in @). 


Es gilt in der Tat 
[A U (2)] = [A] + [@)] 


und 


[A] + [A] = [A] € [4]. 


Gemiass §4.1 ist demnach (35) eine Folgerung von (34). Dass auch umge- 
kehrt (34) aus (35) folgt, ist ohne weiteres klar. 

Wir sagen, dass die Elemente von A (in G) voneinander unabhdngig sind, 
wenn keiner von ihnen von der Menge aller iibrigen Elemente der Menge A 
(in G) abhiangt. 


2. Ist f ein stetiger Homomorphismus der k.T.-Gruppe G in eine k.T.-Gruppe 
G’ und hangt x von A in G ab, so héngt auch f(x) von f(A) in G’ ab. Nach §4.2 
und Formel (8) folgt in der Tat aus (34) die Beherrschung 


(36) [(f(@))] © [f(A)] Gin @’). 


Ist tiberdies f eine Plittung von G zu G’, so folgt auch umgekehrt die Ab- 
hingigkeit des Punktes x von der Menge A in G aus der Abhangigkeit seines 
Bildes f(x) von der Bildmenge f(A) in G’. Denn die Aussage (34) ist in diesem - 
Falle nach §4.2 und Formel (8) eine Folgerung der Aussage (36). Wir erhalten 
somit die Behauptung: 
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Sind die Elemente der Menge A in der k.T.-Gruppe G voneinander unabhdngig 
und ist f eine Plattung von G zu einer k.T.-Gruppe G’, so ist die Abbildung f auf A 
eineindeutig und die Elemente der Bildmenge f(A) sind in G’ voneinander un- 
abhdngig. 


3. Hiurssatz IV. Es sei A eine Teilmenge einer lokalbikompakten und kom- 
mutativen T.-Gruppe G, x ein Punkt von G. Ist der obere abgeschlossene Limes des 
Mengensystems 
(37) {ha + [A]} js 
nichtleer, so héngt x von A in G ab. 

BeweEs. Sei U eine Nullpunktsumgebung in G mit bikompakter Abschlies- 
sung. Wir wahlen gemiiss §3.2 eine der Bedingung 


(38) V+V-—-V-—VCU 


geniigende Nullpunktsumgebung V. Die Mengen y + V mit y « U bilden nach 
§3.3 eine Uberdeckung der bikompakten Menge U. Es gibt demnach endlich- 
viele Punkte a;, --- , @m derart, dass 


i=1 
ist. 
Es seien nun 7, --- , 7g diejenigen unter den m Zahlen i = 1, --- , m fir 
welche 


(a; + V) ns the +[A]} # A 


ausfallt. Solehe Zahlen sind notwendig vorhanden, da ja der Nullpunkt der 
Menge Oz + [A] und nach (39) einer der Mengen a; + V angehért. Wir wah- 
len zu jeder der Zahlen s = 1, --- , g je eine der Bedingung 


(40) (ai, + V) N (j.2 + [A]) ¥ A 
geniigende Zahl j, und setzen 
(41) j = max[|fi|, --- , |Jell- 


Nun sei z ein Punkt des nach Voraussetzung nichtleeren oberen abgeschlos- 
senen Limes des Mengensystems (37). z+ V ist dann eine Umgebung dieses 
Punktes und es gilt 


(@+V) NM (he + [A]) ¥A 


fiir unendlichviele verschiedene Werte der ganzen Zahl h. Es gibt demnach 
zwei ganze Zahlen k und | derart, dass 


42) (+V)N (ke +[A) #A, (&+V)N G+HIA) HA, 
(43) k—Il>j 
gilt. 














ee 
NS a aR 
Sa 


488 ANDREAS MARKOFF 


Ist nun r eine beliebige, der Bedingung 
(44) U f\ (rx + [A]) # A 


geniigende ganze Zahl, so behaupte ich, dass es zwei weitere derselben Bedingung 
geniigende ganze Zahlen r’ und r” existieren, die ausserdem die Ungleichungen 


(45) r—-j-k+lsr<r<r"sr+jt+k-l 
befriedigen. 

Aus (39) und (44) folgt in der Tat 
(46) (a; + V) NN (ra + [A]) ¥A 


fiir mindestens ein Wert von 7. Nach der Definition der Zahlen 7, muss dieser 
Wert einem dieser Zahlen gleich sein ; sei 


(47) t= h. 
Setzen wir dann 
(48) rm=r—-j—k+l, r’=r—-jt+k—l 


so folgt (45) unmittelbar aus (41), (43) und (48). Aus (40), (46) und (47) folgt 
ferner mit Riicksicht auf die Inklusion [A] — [A] C [A], dass 


(49) (V—V)N (r—j)x+[A]) #A 
ist. Aus (42) folgt ebenso 
(50) (V—V)N (k—D2+[A]) AA. 


Aus (38), (48), (49) und (50) folgt schliesslich 
U fl (r’x + [A]) # A, U 1) (r’x + [A]) # A 


was wir zeigen wollten. 

Nun ist aber (44) fiir r = 0 erfiillt. Es folgt also nach dem Prinzip der 
mathematischen Induktion, dass eine beiderseits unendliche Folge ganzer 
Zahlen {r,}——.. existiert fiir die durchweg 


(51) mr<rn Srt+j+k—i), 
(52) Uf) (riz + [A] ¥ A 
gilt. Wir leiten daraus die Inklusion 
i+k—-1 
(53) [(@]ClA]+ S {Gz} +0 
t=1 


ab. 


—At sos SS . 


me 


Ss sys 
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Es sei h eine beliebige ganze Zahl. Nach (51) gibt es Zahlen r; die kleiner, als h 
sind; sei r, die grésste unter ihnen. Dann ist 


tf, <h S rou 
was mit (51) zusammen die Ungleichungen 
(54) lsh-r,Sj+k-l 
ergibt. Wegen (52) ist ferner 
rpc eU — [A] = U + [A] 


und demnach 
(55) hz € [A] + (h — 7,)a + U. 
Aus (54) und (55) folgt nun 


it+k-—l 


ha ¢[A] + S {(ix)} + U 


und da dies fiir jede ganze Zahl h gilt, ist die Inklusion (53) bewiesen. In dieser 
Inklusion ist aber die Menge 
S46) 


S {(i)} +0 

i=1 
als algebraische Summe zweier bikompakten Mengen bikompakt. Es gilt 
demnach die Beherrschung (34), w.z.b.w. 


BEMERKUNG. Der soeben bewiesene Hilfssatz hat auch im Falle A = A einen 
nicht allzu trivialen Inhalt. Nach Formel (7), §4.1 und §5.1 ist nihmlich ein 
Punkt x einer kommutativen T.-Gruppe G dann und nur dann von A abhiingig, 
wenn die von ihm erzeugte zyklische Gruppe in einer bikompakten Teilmenge 
von A enthalten ist. Nach Hilfssatz IV ist dies also immer der Fall, wenn G 
lokalbikompakt ist und das System der vielfachen von x einen Haufungspunkt 
hat. 

Hitrssatz V. Ist A eine Teilmenge einer lokalbikompakten und kommutativen 
T.-Gruppe G, x ein von A unabhdngiger Punkt von G, so ist jede bikompakte Teil- 
menge von G zu fast allen Elementen des Systems (37) fremd. 

Brewers. Essei F eine bikompakte Teilmenge von G. Da x laut Voraussetzung 
von A unabhingig ist, ist der obere abgeschlossene Limes des. Mengensystems 
(37) nach Hilfssatz IV leer. Zu jedem Punkte von G gibt es daher eine zu fast 
allen Elementen dieses Systems fremde Umgebung. Die offenen zu fast allen 
Mengen ha + [A] (h = 0, +1, +2, --- ) fremden Mengen bilden m.a.W. eine 
Uberdeckung der T. -Gruppe G vile a fortiori der bikompakten — F. Wir 
nehmen aus dieser Uberdeckung endlichviele Elemente U; (i = 1, --- , m) 
derart, dass 


FCS {U;}. 


t=1 
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Es gilt hier 
Us (he + [A]) = A (i =1,--., m), 
fiir fast alleh. Also ist auch 
Ff) (ka +[A]) =A 
fir fast alle h, w.z.b.w. 


4, Hmrssatz VI. A und F seten Tetlmengen einer lokalbikompakten und 
kommutativen T.-Gruppe G; x und y Punkte von G; {hi}Z-, eine Folge ganzer 


: Zahlen. Ist dann F bikompakt, x von A in G unabhdngig und gilt durchweg 


(56) iyeha+ [A] +F (§ = 1,2,...), 
so ist die Folge 


(57) ey 


konvergent. 
BeweE!s. Da die Menge F + F — F nach Hilfssatz II auch bikompakt ist, 
gibt es nach Hilfssatz V eine natiirliche Zahl g derart, dass die Bedingung 


(F+F—F) 1 (he +[A]) =A 
fiir jede der Ungleichung 
(58) |h| >@ 


geniigende ganze Zahl h erfiillt wird. 
Fir beliebige natiirliche Zahlen j und k haben wir ferner gemiiss (56) 


jk + Dy ehjasy x + [A] + F, 
jky ¢hyx + [A] + FP, 
jy ehjx + [A] + F. 
Daraus folgt nun 
0 € (Aiea — hy — hx + [A] + FPF —F-F, 
oder, was dasselbe ist 
(F + F — F)N (hain — he — hj)x + [A] # A. 
Gemiss der Wahl von q ist daher 
[hicsn — hye —hy| SQ (j, k = 1,2, +++). 
Daraus folgt 


l—1 
(59) |hp —lh;| = 2s (hier — hie — hy) <(l—lq<lq (j,l=1,2,+::): 
=1 
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Durch Vertauschung von 7 und | bekommt man ferner 


| hy — gjhi| < jq (j,2 = 1, 2,---) 
was mit (59) zusammen die Ungleichung 
h; 4 q,4 ie = \ 





ergibt. Die Folge (57) gentigt also dem Cauchyschen Konvergenzkriterium 
und ist konvergent w.z.b.w. 


Hitrssatz VII. Die Bedingungen des Hilfssatzes VI seien erfiillt; z sei ein 
Punkt von G. Sind dann {k;}F-, und {l;}9., Folgen ganzer Zahlen derart, dass 


(60) izekix+[A]+F (j= 1,2,---), 
(61) ty+z2elx+[A]+F (i = 1,2,---) 
gilt, so ist 

thn a 


Beweis. Wir wiahlen die Zahl g wie im Beweise des Hilfssatzes VI. Aus 
(56), (60) und (61) folgt 
Oe; —hi —kj)xrt+[(AJ+F —-F-F 

oder, was dasselbe ist 
(F+F-—F)N (l—hi—kijx+[A]) AA (=1,2,---). 
Gemiss der Wahl von q ist daher 
ll. -—-hi—ki| Sq (¢ = 1,2,---). 
Da aber die Folgen 7 


aca ee 


nach Hilfssatz VI alle konvergieren, ist dem zufolge 
* r) : ; ; i — Hg — Ri ° i . k; 
Him © w= tion + thee + tien B® Bt um ™ + lim, 
io 0 imo 4 imo 2 i 00 imo 2 io 
w.z.b.w. 

Hitrssatz VIII. A und F seien Teilmengen einer lokalbikompakten und 
kommutativen T.-~Gruppe G; x ein Punkt von G; p eine natiirliche Zahl. Ist dann 
F bikompakt und x von A in G unabhdangig, so gibt es in G eine Nulipunktsumgebung 
V derart, dass die Ungleichung 





. 
p 


lim be 


(62) 
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fir jede Folge ganzer Zahlen {h;}- erfillt wird, fiir welche ein der Bedingung (56) 
geniigender Punkt 
(63) Ye V 


existiert. 

BEwEIS. Sei U eine Nullpunktsumgebung mit bikompakter Abschliessung, 
Da die Menge U + F — F nach Hilfssatz II auch bikompakt ist, gibt es nach 
Hilfssatz V eine natiirliche Zahl g derart, dass die Bedingung 


(U+F—F) Nf (he +[A) =A 


fiir jede der Ungleichung (58) geniigende ganze Zahl A erfiillt wird. Wahlt 
man dann eine Nullpunktsumgebung V gemiass §3.2, so dass 


(64) paV CU 


ist, so hat V die gewiinschte Eigenschaft. 
Es seien in der Tat die Bedingungen (56) und (63) erfiillt. Fir jede natiirliche 
Zahl 7 gilt dann 


(7 + Lpay ¢ hiine t + [A] + F, 
jPQY € hing t + [A] + F. 
Nach (63) und (64) ist andererseits 


pay ¢ U. 
Daraus folgt 


0 € (hginpa — Ainge + [AJ + PF —-F - ey 
oder, was dasselbe ist 
(U + F — F)N ((hgsnve — Iing)t + [A]) # A. 
Gemiass der Wahl von gq ist also 
| hG+nve — Aine | S 9 (j = 1,2,---). 
Daraus folgt 


| hing | ™ 





l-1 
Dh — Bind) + Ie | <U0 + a | (1=1,2,-++). 
i 


Nach Hilfssatz VI ist aber die Folge (57) konvergent. Es gilt also 





tim “| = | tim Mae lim |e! < jig tlhe! 


1 
1-v0 Upq om iq ” tm. ie p’ 
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Hitrssatz IX. Sind die Bedingungen des Hilfssatzes VIII erfiillt, so gibt es 
eine natiirliche Zahl r derart, dass die Ungleichung 








_ hi 
(65) lim =p 
fiir jede der Ungletchung 
(66) lm|2r 
geniigende Folge ganzer Zahlen {hi}7—, besteht, fiir welche ein der Bedingung (56) 
gentigender Punkt y existiert. 


Bewels. Wahlt man die natirliche Zahl g wie im Beweise des Hilfssatzes VI, 
so hat die Zahl 
(67) r=p+q 


die gewiinschte Eigenschaft. 
Sind in der Tat die Bedingungen (56) und (66) erfiillt, so gilt, wie wir wissen,*! 
die Formel (59) und es ist speziell 


[he — ih, | < ig Pewee sy. 
Nach (66) und (67) ist daher 


und da die Folge (57) nach Hilfssatz VI konvergiert, ist die Ungleichung (65) 
erfiillt, w.z.b.w. 


§6. Lineare Abhangigkeit in analytischen Vektorriumen 


1. Im n-dimensionalen analytischen Vektorraume kann man neben dem 
topologisch-algebraischen Abhangigkeitsbegriffe die lineare Abhangigkeit von 
Vektoren auf die wohlbekannte Weise erklaren. Ist nahmlich A eine nichtleere 
Teilmenge von EZ, und z ¢ E,, so sagen wir, dass der Vektor x von A linear ab- 
héngt, wenn er in der Form 


(68) t= > Aid; 
t=1 
darstellbar ist, wobei ai, --- , @a zu A angehéren, ); reelle Zahlen sind und die 


Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl mittels Formel (2) definiert 
ist. Fir A = A sei definitions-gemiss der Nullvektor der einzige von A linear 
abhingige Vektor. 

Man sieht nun leicht ein, dass die beiden Abhingigkeitsbegriffe—der topo- 





*! Vgl. den Beweis des Hilfssatzes VI. 
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logisch-algebraische und der rein analytische—in analytischen Vektorriumen, 
wo der zweite nur definiert ist, inhaltsgleich sind. 

Ist wirklich x von A linear abhaingig und A =~ A, ist also (68) fiir passend 
gewihlte a; ¢ A und reelle \; erfiillt, so ist 


(69) ha = >> hdwa; = D> E(hdai + DD (has — E(Aa))) a; 
i=1 t=1 ‘=1 

wobei E(£) die grésste £ nicht iibertreffende ganze Zahl bedeutet. Sei F die 

Menge aller in der Form 


y= D0 mia 


i=1 
mit | ui | < 1 darstellbaren Vektoren. Nach (69) ist dann 
(70) [(z)] C [A] + F 


und F ist hier, wie leicht ersichtlich, beschrankt und abgeschlossen, also bikom- 
pakt. Damit ist aber die Beherrschung (34), d.i. die topologisch-algebraische 
Abhiangigkeit des Vektors x von der Menge A bewiesen. 

Der Sonderfall A = A bildet auch keine Ausnahme. Ist wirklich z von A 
linear abhangig, ist m.a.W. x = 0, so ist x von A auch topologisch-algebraisch 
abhangig, denn es ist ja nach §2.1 und §4.1 


[(z)] = [] = (0) © ©) = IA). 


Sei jetzt x von A linear unabhangig und A +~ A. In A gibt es endlichviele 
voneinander unabhangige Vektoren a;, --- , dm derart, dass jedes Element von 
A von diesen Vektoren linear abhingt. Ihre Anzahl m ist kleiner als n, weil 
sonst auch x von (a1, ---+ , Gm), also von A linear abhangen wiirde. Wir setzen 
Qm41 = x und erginzen das System {a;}71} zu einem System von n voneinander 
linear unabhangigen Vektoren {a;}7.,. Jeder Vektor y ¢ HZ, kann dann ein- 


deutig in der Form 


y= a Aly) ai 
dargestellt werden, wobei die reellen Koeffizienten d;(y) lineare Funktionen der 
Komponenten des Vektors y sind, also stetig von y abhangen. 
Ist nun F eine beliebige bikompakte, d.h. beschrinkte und abgeschlossene 
Teilmenge von G, so hat | \m4i(y) | in F einen Maximum y. Da jedes Element 


der Gruppe [A] als lineare Kombination der Vektoren ay, --- , @m darstellbar 
ist, ist 

| Ams (y) |Su 
fiir jedes 


ye(A]+F. 
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Dagegen ist 
| Amyi(hr) |= |h| > yp 


fir hinreichend grosse ganzzahlige h. Damit ist bewiesen, dass die Inklusion 
(70) fiir keine bikompakte Menge F bestehen kann. Die Beherrschung (34) 
gilt also nicht und der Vektor z ist von der Menge A topologisch-algebraisch 
unabhangig. 

Der Sonderfall A = A bildet auch hier keine Ausnahme. Ist wirklich der 
Vektor x von A linear unabhangig, ist m.a.W. z ¥ 0, so ist die Gruppe [(z)] 
unbeschrinkt und in keiner bikompakten Teilmenge von G enthalten. Diese 
Gruppe wird also von der Gruppe [A] nicht beherrscht und z ist von A topolo- 
gisch-algebraisch unabhangig. 

Wir kénnen somit den rein analytischen Begriff der linearen Abhangigkeit von 
Vektoren als Spezialfall des topologisch-algebraischen Abhingigkeitsbegriffs 
betrachten. 


2. Der analytische Vektorraum E,, wird durch eine Untergruppe mit n Erzeugen- 
den beherrscht. Setzen wir nihmlich 


(71) a= {5:, sh fat (i = 1, shia’ ,n) 


wobei 6;,; der Kroneckersche Symbol ist, so ist [(¢:, --- , én)] eine solche Unter- 
gruppe. Es gilt in der Tat 


E, C[(a,---,@)) +F, 
wobei durch F die bikompakte Menge aller den Ungleichungen 
0OSu4:51 (¢ = 1, ---,) 


geniigenden Vektoren {u;}7~, bezeichnet wird. 
Dagegen kann E, durch keine Untergruppe mit weniger als n Erzeugenden 
beherrscht werden. Ist wirklich 


E, € [A] 


fiir eine Vektormenge A, so ist nach §5.1 und §6.1 jedes Element von £, von A 
topologisch-algebraisch, also auch linear abhingig. Dies kann aber bekan- 
ntlich nur dann der Fall sein, wenn A wenigstens n Elemente enthiilt. 

Es gilt also 


(72) tar E, = n. 


Nach §6.1 ist ferner n die grésstmégliche Anzahl topologisch-algebraisch 
voneinander unabhingiger Vektoren des E, und ‘diese Zahl, sowie der topolo- 
gisch-algebraische Rang, bleibt bei jedem topologischen Isomorphismus unverin- 
dert. Man schliesst demnach aus (72), dass der topologisch-algebraische Rang 
eines beliebigen Vektorraumes auch als grésstmégliche Anzahl voneinander 
topologisch-algebraisch unabhangiger Punkte dieses Raumes charakterisiert 
werden kann. : 














Tee 
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3. Hirssatz X. Enthdlt eine abgeschlossene und zusammenhdngende Unter- 
gruppe des n-dimensionalen analytischen Vektorraumes n linear unabhdngige 
Vektoren, so fallt sie mit E,, zusammen. 

Brweis. Sei A eine abgeschlossene und zusammenhangende Untergruppe 
von E,; sie mége n linear unabhingige Vektoren enthalten. Sei eine Zahl 
€ > Obeliebig vorgegeben. Der Durchschnitt A M W, wobei W die wiirfelartige 


~ —Umgebung des Nullpunktes in #, ist und A als T.-Untergruppe von G 


betrachtet wird, ist nach §3.6 eine Nullpunktsumgebung in A. Da A zusam- 
menhingend ist, ist also nach §3.3 


(73) A=[AN W}. 


In A f W gibt es endlichviele linear unabhiangige Vektoren ay, --- , ap 
(m =< n) derart, dass jedes Element dieser Menge von ihnen linear abhingt. 
Ihre Anzahl m ist wegen (73) gleich n, weil sonst in A keine n linear unabhangige 
Vektoren existieren kénnten. 

Betrachten wir nun einen beliebigen Vektor x « E,. Wegen der linearen 
Unabhangigkeit der Vektoren a, --- , @, gibt es m reelle Zahlen Xu, --- , An 


derart, dass 


t= >» NG a; 
t=1 
ist. Daraus folgt aber 


> E(\a; — 2 = . (E(i) — Asai. 


+=1 t=1 


Wegen 
axeAN W (¢ = l, -,n) 
ist hier 
bs E (Ax) a; eA 
i=1 
wahrend der Vektor 


n 


: » (E(Ai) — Xi) ai 


‘=1 


der wiirfelartigen e~-Umgebung des Nullpunktes angehért. 

Es folgt demnach, dass die wiirfelartige «-Umgebung des Vektors x mit A 
gemeinsame Punkte hat. Da aber die positive Zahl ¢ und der Vektor z « F, 
beliebig sind, ist A in EZ, tiberall dicht, und da A iiberdies abgeschlossen ist, ist 


A=E, 


w.z.b.w. 








i all 


ENDLICH-DIMENSIONALE VEKTORRAUME 497 


§7. Beweis des Plattungssatzes 


1. Sei G eine kommutative kontinuierliche Gruppe. Es ist zu zeigen, dass G 
zu einem Vektorraume geplattet werden kann. Wir haben zunichst nach §4 
gwei Fille zu unterscheiden: tar G = 0 und 0 < tar G < «. Im ersten Falle 
ist G bikompakt.* Bildet man dann jeden Punkt z ¢ G auf den Nullpunkt von 
G ab, so entsteht dadurch eine stetige und homomorphe Abbildung der T.- 
Gruppe G auf einen 0-dimensionalen Vektorraum. Da G bikompakt ist, ist 
auch die Bedingung erfiillt, dass jede Teilmenge der Bildgruppe ein bikompaktes 
Urbild haben muss. Die Abbildung ist also eine Plattung. 

Betrachten wir nun den zweiten Fall: tar G > 0. 

Sei jetzt n = tar G; sei A eine der Bedingung (29) geniigende Menge mit n 
Elementen a, ---,@n. Ich behaupte, dass diese Elemente voneinander 
unabhangig sind. 

Wiirde wirklich a; von A\ (a;) abhangen, so hatten wir nach §5.1 die Beherr- 
schung 


[A] € [A\(a))]. 
Wegen (29) hatten wir demnach* 
G EC [A\ Ga], 


wobei A\ (a;) nur n — 1 Elemente hat, im Widerspruch zur Definition der Zahl n. 
Also kann wirklich keiner der Punkte a; von der entsprechenden Menge A \ (a;) 
abhingen. 


Nun sei F eine der Bedingung 
GcC[A]+F 


geniigende bikompakte Teilmenge von G. Zu jedem Punkte y « G gibt es dann 
ein System ganzer Zahlen {h;}—, derart, dass 


(74) ye Dhya; +P 
i™1 


ist, und die Wahl dieser Zahlensysteme kann offenbar eindeutig und effektiv 
gemacht werden: man braucht nur dazu irgendeine Abzihlung aller Systeme 
{h;};-, zu definieren und zu jedem y ¢ G das erste der Bedinging (74) geniigende 
System zu wihlen. Wir bekommen auf diese Weise n ganzzahlige Punktfunk- 


tionen H;, --- , H, derart, dass durchweg 

(75) ye > Ayy)a;+F 
j=1 

gilt. 


Wir definieren nun in G n reelle Punktfunktionen f; auf folgende Weise. 





2 Vgl. §4.4, 
3 Vgl. §4.1. 
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Sei y ein beliebiger Punkt von G. Aus (75) folgt durch Einsetzen von iy 
statt y 


(76) iy ¢ H,(iy) a; + [A\(@)] + F, 


wobei, wie wir wissen, a; von A\ (a;) unabhangig ist. Daraus folgt aber nach 
Hilfssatz VI, dass die Folgen 


‘= i(ty) \° 


t i=1 


alle konvergieren. Ihre Grenzwerte hangen vom Punkte yab. Wir setzen 


(77) Sify) = lim 


Hi, (iy) 

imo 1 

womit in G n reelle Punktfunktionen f; definiert sind. 
Diese » Funktionen bestimmen eine Abbildung der T.-Gruppe G in den 

analytischen Vektorraum E,. Man lasse nahmlich dem Punkte y e G den 

Bildpunkt ' 


(78) Sy) = {fily) iar € En | 


entsprechen. Ich behaupte, dass die Abbildung f eine Plattung ist, dass m.a.W. 
folgende Bedingungen erfiillt sind: a) f ist ein Homomorphismus; b) f ist stetig; 
c) jede bikompakte Teilmenge von E, hat bei f ein bikompaktes Urbild; d) f ist 
eine Abbildung von G auf E,. Diese vier Behauptungen beweisen wir nun der 
Reihe nach. 

Ad. a) Sind y und z Punkte von G, so folgt aus (76) durch Einsetzen 


(79) iz ¢ H,(iz)a; + [A\(@))] + F, | 
(80) iy + z) « Hi(i(y + 2))a; + [A\G@)] + F. 

Aus (76), (77), (79) und (80) folgt aber nach Hilfssatz VII 
(81) fily + 2) =fiy) +f. 


Aus (1), (78) und (81) folgt endlich 
fy+2) =fwm+ife, 


womit die Homomorphie der Abbildung f bewiesen ist. 
Ad. b) SeizeG,¢>0. Wir nehmen eine natiirliche Zahl 


(82) p> 


_ 
. 
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und wahlen zu jeder Zahl j = 1, --- , n je eine Nullpunktsumgebung V; gemiiss 
Hilfssatz VIII derart, dass die Ungleichung (62) fiir jede Folge ganzer Zahlen 
(hi}{—, erfillt wird, fiir welche ein den Bedingungen 


(83) ty eh; + [A\(@)] + F (¢ = 1,2,---), 
yeV; 


geniigender Punkt y existiert. Wir setzen endlich 


(84) V=2z + D V;. 
7™=1 
Nach §3.3 ist dann V eine Umgebung des Punktes z. Fiir jeden Punkt z’ 
dieser Umgebung gilt nach (84) 


(85) 2’ —zeV; (j = 1,---,n) 

und nach (76) 

(86) i(z’ — z) eH,((e’ — z))a; + [A\@)] + F @ =1,2,--- jj =1,---,7). 
Aus (85) und (86) folgt aber nach der Wahl der Mengen V; 


ting BAe = | 2 


i t Pp 
und daraus nach (77) und (82) 
fie’ —z)|<e GG = 1,---,m), 


was somit fiir jeden Punkt z’ ¢ V erfiillt wird. Mit Riicksicht auf a) bekommt 


man daraus endlich 
| file’) — filz) |< (j= 1,---,n;2’ €V). 


Damit ist gezeigt, dass zu jedem Punkte z e G und jedem e > 0 eine Umgebung 
V von z derart existiert, dass f(V) in der wiirfelartigen e~-Umgebung des Vektors 
f(z) enthalten ist. Darin besteht aber die Stetigkeit der Abbildung f. 

Ad c). Sei X’ eine bikompakte, also beschrinkte und abgeschlossene Teil- 
menge von Z,. Es ist zu zeigen, dass f~(X’) bikompakt ist. 

Wir nehmen zuniachst eine natiirliche Zahl p so, dass X’ in der wiirfelartigen 
p-Umgebung des Nullpunktes enthalten wird. Zu jeder Zahl j = 1, ---,n 
wahlen wir dann je eine natiirliche Zahl r; gemiss Hilfssatz 1X derart, dass die 
Ungleichung (65) fiir jede der Ungleichung 


(87) [hi | 27; 
geniigende Folge ganzer Zahlen {h;}7-, erfiillt wird, fiir welche ein der Bedingung 
(83) geniigender Punkt y existiert. Wir setzen endlich 


r ja} 


(88) x=-> S  tiha)} +F. 


j@™=1 ae—-F 
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Dann ist X als algebraische Summe einer endlichen und einer bikompakten 
Menge bikompakt. Ich behaupte, dass 


(89) f-(X%)) CX 
ist. 

Fir jeden Punkt 
(90) yeG\x 
ist wirklich wegen (75) und (88) die Ungleichung 
(91) | Hi(y) | 27; 


fiir mindestens eine der Zahlen j = 1, --- , nerfiillt. Aus (91) folgt aber nach 
der Wahl der Zahl 7; und Definition (77) 


| fily) | 2p. 
Nach der Wahl von p und Definition (78) folgt daraus ferner 
f(y) ¢ Exn\X’ 


und da dies eine Folgerung aus (90) ist, ist die Inklusion (89) bewiesen. 

Ubrigens ist f-(X’) als Urbild der abgeschlossenen Menge X’ bei der nach b) 
stetigen Abbildung f abgeschlossen. Als Teilmenge der bikompakten Menge 
X, ist somit f~(X’) bikompakt. 

Ad d). Da E, lokalbikompakt ist und dem Hausdorffschen Trennbarkeit- 
saxiom geniigt, ist Hilfssatz I auf die Abbildung f anwendbar. Nach diesem 
Hilfssatz ist die Abbildung f wegen b) und c) doppelstetig. Daraus folgt 
‘insbesondere, dass f(G) in E,, abgeschlossen ist. 

Wegen a) ist f(G) eine Untergruppe von £,. 

Wegen b) ist f(G) als stetiges Bild der zusammenhingenden T.-Gruppe G 


zusammenhingend. 
Ferner ist offenbar 
(92) tay € 155.0; + [A\ aj] 
und nach (76) 
(93) tax € H;(iax)a; + [A\a;] + F. 


Aus (92) und (93) folgt aber 


FN” ((t6;. — H;(iax))a; + [A\aj]) ¥ A. 


Nach Hilfssatz V sind daher die n? Zahlenfolgen {76;, — H;(iax)}7-, besch- 
rinkt, woraus nach (71), (77) und (78) das Resultat 


f(ax) = & 
folgt. 
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Die n Elemente f(ax) (k = 1, --- , n) der Menge f(@) sind also linear unab- 
hingig. Da aber f(@) eine abgeschlossene und zusammenhingende Unter- 
gruppe von £, ist, ist nach Hilfssatz X 


{@) = E,, 


w.z.b.W. 
§ 8. Innere Kennzeichnung der Vektorriume 


1. Enthalt die kommutative kontinuierliche Gruppe G keine bikompakten 
Untergruppen ausser (0), und ist f eine Plittung von G zu einem Vektorraume, 
so ist f eineindeutig. In der Tat ist die Menge f~—(0) in diesem Falle nach der 
Definition der Plaittung eine bikompakte Untergruppe von G und besteht daher 
nur aus dem Nullpunkte, woraus bekanntlich die Eineindeutigkeit der homo- 
morphen Abbildung f sofort folgt. Uberdies ist f nach §3.9 doppelstetig als 
Plittung zu einer lokalbikompakten T.-Gruppe. Jede eineindeutige und dop- 
pelstetige Abbildung ist aber, wie leicht ersichtlich, topologisch. Also ist f ein 
topologischer Isomorphismus und G ein Vektorraum. 

Es folgt somit aus dem Plattungssatze, dass jede kommutative kontinuierliche 
Gruppe ohne mehrpunktiger, d.h. von (0) verschiedener bikompakter Untergrup- 
pen ein Vektorraum ist. 

Umgekehrt, ist jeder Vektorraum eine kommutative kontinuierliche Gruppe 
ohne mehrpunktiger bikompakter Untergruppen. Ist wirklich F eine bikom- 
pakte, also beschrinkte Untergruppe von E,, so ist die zyklische Gruppe [(z)] 
fir jeden Punkt xz ¢ F in F enthalten und demnach beschrinkt. Daraus folgt 
sogleich x = 0. Der analytische Vektorraum £, enthilt also keine mehrpunkt- 
ige bikompakte Untergruppen. Diese Eigenschaft bleibt aber bei jedem 
topologischen Isomorphismus erhalten und da iiberdies kein 0-dimensionaler 
Vektorraum mehrpunktige Untergruppen enthiilt, ist sie bei jedem Vektorraume 
tatsiichlich vorhanden. 

Wir gelangen auf diese Weise zu folgendem 

Korouuar I. Eine T.-Gruppe G ist dann und nur dann ein Vektorraum, wenn 
sie folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Gist lokalbikompakt; 

2. G ist zusammenhdngend; 

3. Gist kommutativ; 

4. G enthdlt keine mehrpunktigen bikompakten Untergruppen. 

Durch den Beweis dieser Behauptung haben wir die in der Einleitung und in 
§3.10 gestellte Fragen beantwortet. Im niichsten Paragraph werden wir die 
Stellung der Vektorriume unter den kommutativen kontinuierlichen Gruppen 
nochmals unter etwas anderen Gesichtspunkten betrachten. Jetzt wenden wir 
uns einer kleinen Unabhangigkeitsuntersuchung fiir die vier Bedingungen im 
Korollar I zu. 


2. Wie man leicht nachweist, sind diese Bedingungen voneinander logisch 
unabhingig, 
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Erstens sind die Bedingungen 2, 3, 4 im als T.-Gruppe betrachteten Hilbert- 
schen Raume offenbar erfiillt; die Bedingung 1 dagegen nicht. 

Zweitens sei N die aus den ganzzahligen Vektoren bestehende T.-Untergruppe 
des Vektorraumes Z;. Die Bedingungen 1, 3, 4 sind im Falle G = N erfiillt; die 
Bedingung 2 dagegen nicht. 

Drittens sind die Bedingungen 1,2,3 im FalleG = E,/N erfiilt; die Bedingung 
4 dagegen nicht: E,/N ist eine mehrpunktige bikompakte Untergruppe von sich 
selbst. 

Endlich kann man die Unabhingigkeit der Bedingung 3 durch das folgende 
Beispiel* beweisen. 

Im dreidimensionalen Zahlenraume, wo die offenen Mengen auf die gewéhn- 
liche Weise definiert sind, sei die Addition der Punkte durch die Gleichung 


(94) {£1, £2, Es} + {m, ne, m3} = {£1 + m + £oms, Ee + m2, &s + 73} 


erklart, wobei £;, 7: (¢ = 1, 2, 3) beliebige reelle Zahlen sind. Es entsteht so, 
wie man sich leicht davon iiberzeugt, eine T.-Gruppe; wir bezeichnen sie durch M. 
Da M topologisch mit dem 3-dimensionalen Euklidischen Raume zusam- 
menfallt, sind die Bedingungen 1 und 2 fiir G = M erfiillt. Dasselbe gilt von 
der Bedingung 4. 
Ist wirklich F eine bikompakte, also beschrinkte Untergruppe von M und ist 


(95) ihe {&, £2, £3} eF 
so ist [(2)] als Teilmenge von F beschrinkt. Aus (94) und (95) folgt andererseits 


h(h — 1) 
2 


und diese Punkte bilden offenbar nur dann eine beschrinkte Menge, wenn 
f, = & = &; = Oist. Dadurch ist bewiesen, dass F keine von {0, 0, 0} verschie- 
dene Elemente enthalt. Die Bedingung 4 ist also im Falle G = M erfiillt. 

Dagegen ist die Bedingung 3 in diesem Falle nicht befriedigt, da z.B. nach 
(94) 


hz = {hé + fok3, hés, hés} (h ce 0, = 1, ¥ 2, vee) 


{0, 1,0} + {0, 0, 1} _ {1, 1, 1} # {0, I, 1} _ {0, 0, 1} + {0, 1, 0} 
ist. 
Durch dieses Beispiel ist unser Unabhingigkeitsbeweis vollendet. 
§9. Weitere Folgerungen und Zusatze 


1. Sei G eine kommutative kontinuierliche Gruppe; f eine Plattung von @ 
zu einem Vektorraume. Die Menge 


K = f-(0) 





34 Dieses Beispiel ist mit gewissen noch unvollendeten Untersuchungen von L. Pontrjagin 
und A. Markoff im Gebiete der topologischen Dynamik eng verbunden. 
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ist dann eine bikompakte Untergruppe von G. Ich behaupte, dass jede bikom- 
pakte Untergruppe von G in K enthalten ist. 

Sei wirklich F eine bikompakte Untergruppe von G. Wegen der Stetigkeit 
und Homomorphie der Abbildung f ist dann f(F) eine bikompakte Untergruppe 
des Vektorraumes. Also ist f(F) = (0) und demnach F C f-(0) = K, wie 
behauptet war. 

Durch die Eigenschaft jede bikompakte Untergruppe von G zu enthalten 
und dabei selbst bikompakt zu sein ist die Gruppe K offenbar eindeutig bestimmt. 

Nach §3.9 ist ferner die Bildgruppe, d.h. der Vektorraum der T.-Differenz- 
gruppe G/K topologisch isomorph. Letztere ist also ebenfalls ein Vektorraum. 

Wir gelangen somit zu 

KorouuaR II. Jede kommutative kontinuierliche Gruppe G enthidlt eine ein- 
deutig bestimmte grésste bikompakte Untergruppe K, welche alle bikompakte Unter- 
gruppen von G umfasst. Die T.-Differenzgruppe G/ K ist ein Vektorraum. 

Die grésste bikompakte Untergruppe der T.-Gruppe G@ wird im folgenden 
bikompakter Kern von G genannt. 


2. Ist G eine kommutative kontinuierliche Gruppe, so ist die Plittung von G 
zu einem Vektorraume nach §3.9 durch das Urbild des Nullvektors bis auf einen 
topologischen Isomorphismus des Vektorraumes eindeutig bestimmt. Das 
Urbild des Nullvektors ist aber, wie wir sahen, nichts anderes, als der durch G 
allein bestimmte bikompakte Kern von G. Wir erhalten daraus den 

ZusATZ ZUM PLATTUNGSSATZE. Die Pldttung einer gegebenen kommutativen 
kontinuierlichen Gruppe zu einem Vektorraume ist im wesentlichen nur auf eine 
Weise méglich: jede solche Plittung kann in jede andere durch einen topologischen 
Isomorphismus des Vektorraumes tibergefiihrt werden. 


3. Ist B eine Menge von kommutativen kontinuierlichen Gruppen, so sagen 
wir, dass 8 ein Differenzenbereich ist, wenn folgendes gilt: zu jedem Element G 
der Menge $ und jede T.-Differenzgruppe G’ von G gibt es eine der Menge B 
angehérende und der T.-Gruppe G’ topologisch isomorphe Gruppe. 

Ist 2 eine beliebige Menge von kommutativen kontinuierlichen Gruppen, so 
bekommt man daraus nach §3.7 und Formel (24) dadurch einen Differenzen- 
bereich dass man zu % alle T.-Differenzgruppen der Elemente von % hinzufiigt. 

Wollen wir sagen, dass eine Untermenge $ des Differenzenbereiches 8 ein 
Plittungsbereich in B ist, wenn jedes Element von % zu einem Elemente von 
geplittet werden kann und wenn iibrigens jedes einem Elemente von { topo- 
logisch isomorphes Element von % selbst der Menge ¥ angehort. 

Wir haben dann das 

Korouuar III. In jedem Differenzenbereiche B gibt es einen eindeutig bestim- 
mten kleinsten Pléttungsbereich. Er wird von allen Vektorréumen des Bereiches 
B gebildet. 

Sei in der Tat B die Menge aller Vektorraéume des Differenzenbereichs 8 
und betrachten wir ein beliebiges Element G dieses Bereiches. Nach dem Plat- 
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tungssatze kann G zu einem Vektorraume G’ geplattet werden. Nach §9.1 
ist G’ einer T.-Differenzgruppe von G topologisch isomorph. Diese T.-Differ- 
enzgruppe ist aber ihrerseits einem Elemente G’’ des Differenzenbereiches § 
topologisch isomorph. Daraus folgt, dass G zu G’’ geplattet werden kann und 
dass G’’ ein Vektorraum des Bereiches % ist, also der Menge % angehért. Da 
aber G ein beliebiges Element der Menge & ist, ist damit gezeigt, dass % ein 
Plattungsbereich in % ist. 
Sei nun § ein beliebiger Plattungsbereich in 8. Ich behaupte, dass 


(96) BCH 
ist. 

Sei wirklich G ein beliebiges Element der Menge 8. Wegen % C 9% gehort 
dann G der Menge % an und kann daher zu einem Elemente G’ des Plattungs- 
bereiches % geplaittet werden. Bei dieser Plattung ist das Urbild des Null- 
punktes von G’ eine bikompakte Untergruppe des Vektorraumes G, besteht also 
nur aus dem Nullpunkte dieses Vektorraumes. Da iiberdies G’ lokalbikompakt 
ist, folgt daraus nach §3.9, dass die Plattung von G zu G’ bis auf einen topolog- 
ischen Isomorphismus von G’ mit der identischen Abbildung von G auf sich 
selbst zusammenfiallt, dass sie-'m.a.W. selbst ein topologischer Isomorphismus 
ist. Es gilt also 


G#G «f 
und, da ein Plattungsbereich in $ ist und G der Menge % angehort, auch 


Ge 


Hier ist G beliebiges Element der Menge %. Also ist die Inklusion (96) 
bewiesen. Das rechte Glied dieser Inklusion ist ein beliebiger Plattungsbereich 
in 8; das linke Glied, welches auch ein Plattungsbereich in % ist, ist somit der 
kleinste unter diesen Plaittungsbereichen, w.z.b.w. 


4. Korottar IV. Der topologisch-algebraische Rang einer kommutativen 
kontinuierlichen Gruppe ist dem grésstméglichen Anzahl voneinander unabhdn- 
giger Elemente dieser T.-Gruppe gleich. 

Fir Vektorraume wurde diese Behauptung bereits in §6.2 bewiesen. Der 
allgemeine Fall lasst sich nun mittels des Plattungssatzes auf diesen Spezialfall 
zurickfiihren. 

Ist G eine beliebige kommutative kontinuierliche Gruppe und f eine Plattung 
von G zu einem Vektorraume G’, so ist nach §4.4 


tar G = tar G’ 


tar G ist also der gréssméglichen Anzahl voneinander unabhangiger Elemente 
des Vektorraumes G’ gleich. Sind nun aj, --- , a, (n = tar G) solche Elemente 
von G’, so gibt es in G n Elemente a, --- , dn derart, dass 


a; = f(a) G@ = 1,--+,9) 


ist. Nach §5.2 sind dann a, --- , a, voneinander unabhangig. 
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Mehr als n voneinander unabhangige Elemente kénnen andererseits in G 
nicht existieren. Denn nach §5.2 wiirden solchen Elementen ebensoviele 
unabhingige Elemente des Vektorraumes G’ entsprechen, was unméglich ist. 
Also ist wirklich n, d.h. tar G die grésstmégliche Anzahl voneinander unabhin- 
giger Elemente der T.-Gruppe G. 


5. Die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl kann in Vektor- 
riumen topologisch-algebraisch, d.h. ohne Zuriickfiihrung auf den analytischen 
Fall erklart werden. Line solche Definition wird durch unseren Hilfssatz VI 
induziert. 

Sind allgemein z und y Elemente einer kommutativen kontinuierlichen Gruppe 
, \ eine reelle Zahl, so sagen wir, dass y \-mal grésser als x ist, wenn eine Folge 
ganzer Zahlen {h;}7-, und eine bikompakte Menge F derart existieren, dass 


iyeh;xu+F (¢ = 1,2,.--) 
und 

lim = d 

io 4 
gilt. 


Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Definition im Falle eines analytischen 
Vektorraumes mit der gew6hnlichen iibereinstimmt: y ist dann und nur dann 
\-mal grésser als 2, wenn 


y = Xz 


im Sinne von (2) ist. 

Fiir den Fall eines beliebigen Vektorraumes folgt daraus sogleich, dass zu 
jedem Vektor x und jeder reellen Zahl \ ein und nur ein Vektor y existiert, wel- 
cher \-mal grésser, als z ist. Bezeichnet man diesen Vektor durch Xz, so geniigt 
die auf diese Weise erklirte Multiplikation der Weylschen Axiomatik. 

Im allgemeinen Falle ist die Multiplikation nicht eindeutig. Aus dem 
Plittungssatze schliesst man nur, dass sie stets méglich ist: zu jedem Elemente x 
einer kommutativen kontinuierlichen Gruppe G und jeder reellen Zahl d gibt es in G 
wenigstens ein Element y, welches d-mal grésser, als x ist.® 


6. Es besteht eine auffallende Analogie zwischen der Theorie der kommuta- 
tiven kontinuierlichen Gruppen einerseits und der Theorie der abstrakten 
Abelschen Gruppen mit endlichvielen Erzeugenden andererseits. Diese Analogie 
beruht letzten Endes auf der engen Verwandschaft der Begriffe “endlich” und 
“bikompakt.” Wahrend eine abstrakte Abelsche Gruppe mit endlichvielen 
Erzeugenden durch eine endliche Menge erzeugt wird, wird eine T.-Gruppe 
der in Frage kommenden Art durch eine bikompakte Menge—die Abschliessung 





** Der Beweis dieser Behauptung sei dem Leser iiberlassen. 
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einer Nullpunktsumgebung—erzeugt. Die Vektorriume sind den sogenannten 
freien Abelschen Gruppen analog, welche durch die Nichtexistenz endlicher von 
(0) verschiedener Untergruppen charakterisiert werden k6nnen, ebenso wie die 
Vektorraume durch die Nichtexistenz von (0) verschiedener bikompakter 
Untergruppen. 

Der Plittungssatz entspricht der folgenden Tatsache: jede Abelsche Gruppe 
mit endlichvielen Erzeugenden kann so auf eine freie Abelsche Gruppe homo- 
morph abgebildet werden, dass dabei jede endliche Teilmenge der freien Gruppe 
ein endliches Urbild haben wird. Nun ist aber diese letzte Behauptung eine 
Folgerung des viel scharferen Zerlegungssatzes, nach welchem jede Abelsche 
Gruppe mit endlichvielen Erzeugenden, als direkte Summe einer endlichen und 
einer freien Gruppe dargestellt werden kann. Es liegt also nahe zu vermuten, 
dass auch der Plaittungssatz zu einem analogen Zerlegungssatze verscharft 
werden darf. Dieser Zerlegungssatz wiirde besagen, dass jede kommutative 
kontinuierliche Gruppe als “topologisch direkte Summe’’* einer bikompakten 
Untergruppe und eines Vektorraumes darstellbar ist. Diese, Vermutung zu 
beweisen oder zu widerlegen ist er mir nicht gelungen. 

Nachtriagliche Bemerkung. Wéahrend der Druckfertigung des Manuscriptes 
dieser Arbeit hat Herr L. Pontrjagin den soeben formulierten Zerlegungssatz 
unter Verwendung des Auswahlaxioms fiir separable T.-Gruppen bewiesen™ 
und, wie ich seiner miindlichen Mitteilung verdanke, den Beweis fiir den all- 
gemeinen Fall in wesentlichen Ziigen aufgebaut. 


LENINGRAD, MATHEMATISCHES INSTITUT DER UNIVERSITAT. 





36 Darunter verstehen wir den Innbegriff des topologischen Produktraumes und der 
algebraischen direkten Summe. 

87 L. Pontrjagin, Sur les groupes abéliens continus, Comptes rendus, 198 (1934), 328-330; 
The theory of topological commutative groups, Ann. of Math., 35 (1934), 361-388. 
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ON SOME PROBLEMS OF THE ADDITIVE THEORY OF NUMBERS 
By B. Seca 
(Received August 18, 1934) 


1. Introduction. In some previous papers' we have developed an analytical 
method in the additive theory of numbers and we got with its help some results 
concerning the representation of a real number N in the form 


(1) N=a+ p> xf 

or 

(2) N=a Il eer 
A=1 


where 2, are integral, m is a given integer = 1, c is a given real but not an 
integral number > 1, g tends to zero and a tends to unity when N increases 
infinitely. 

In the papers mentioned we proved that it is possible to find values of r 
depending on ¢ or on m, but not on N, such that every real number N, = than a 
certain constant No, can be represented in the form (1) or (2). 

Let G(c) be the least r such that every N = No can be represented in the 
form (1) and H(m) be the least r such that every N = N> can be represented 
in the form (2). We obtained in the papers mentioned the following relations 
for the numbers G(c) and H(m) 


(3) G(c) S m1 = cn2* +1, n = [ce] +1, 
(4) H(m) S re = m?2™+ 1. 


It follows immediately that every integer Z from a certain point onwards 
can be represented in the form 


2r, 
L = p» [x{] 
=1 
or in the form 


2r, 


L= > [zx log x]. 
=1 





1 “Sur un probleme additif,” Bull. Acad. Sci. URSS, VII. s. No. 5, 657-668 (1932); “Sur 
la distribution des valeurs d’une certaine fonction,’’ Trav. Inst. phys.-math. Stekloff 4, 37-48 
(1933); “Sur wn théoreme général de la théorie additive des nombres,” Ibid., 49-62; “On a 
theorem analogous to Waring’s theorem,”’ C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. No. 2, 47-49 (1933) ; 
“Waring’s theorem for powers with fractional and irrational exponents,’’ Trav. Inst. phys. 
math. Stekloff 5, 73-86 (1934). As all of the named papers are written in Russian, we shall 
give here a complete account of the method without references to those papers. 
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It is evident that these facts are specific generalizations of Waring’s problem. 
However, the values of r; and rz in (3) and (4) are both less accurate han the 


corresponding result 
G(k) ss (k — 2)2** +4 5 


in Waring’s problem? due to Hardy and Littlewood. 

Now the chief aim of the present paper is the improvement of the value 
for G(c). We do not deal in this paper with the number H(m), but the corre- 
sponding value for it can be obtained in a similar manner. 

By application of a very remarkable theorem due to van der Corput con- 
cerning trigonometrical sums of the form 


B 
> erv@, 


Z=A 
where f(x) is a real function satisfying certain conditions, we obtain in this 
paper for G(c) a value which differs little from the value of G(k) due to Hardy 
and Littlewood. 


2. Notation. 1) c is a given real but not an integral number > 1. 
2) [£] and {£} denote consequently the integral part and the fractional part 
of the real number é. 


3) n = [ce] + 1. 
4)c’=n—c=1 — {e}; from 1) follows that c’ > 0. 
5) no [PH] 41 He, G<<¢ SI, 
| c(2_ 2) a 
=> LS SS eee <1 
T2 | l+c' +1 1+ c’ +e, 0<e = >? 


= Max (nr, 72) . 


It is easy to verify that re > 7, when 
1 


CS Bim ay 





* Though Hardy and Littlewood proved that 


— 2) log 2 — log k + log (k — 2) 
log k — log (k — 1) 





Gk) s(k-2) +e +54 [ 


(‘‘Some problems of ‘Partitio numerorum’ VI,” Math. Zeitschrift, 23 (1925)) and Vinogradow 
proved recently even the amazing formula 
G(k) < 32 (k log k)?. 


(‘A new solution of Waring’s problem,” C. R. Acad. Sci. URSS, v. II (1934), 337-341), but 
they do not receive any more asymptotical formulae for the number of representations of N 
as a sum of r non-negative kt® powers. 
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6) rs; = (h — 2)2'-' + 3, where h is an integer => n + 2. 
7) Ci, C2, «++ , Css are positive constants or positive quantities depending 


only on ¢ and r. 
8) D;, De, --- , Ds are real quantities with modulus not exceeding certain 


constants or values depending only on ¢ and r. 


ob) 
ate | 


10) N is any real number greater than a certain positive constant. 





11) X =(N‘] +1. 


rT T2 


12) ye eres eS m=on—gt!- 





a, 


Ps 
13) A, =X “~N ; where a= Sent 


io 9)’ 


. —— . "(1 +c’) 
be we XM lee Sateen 
2 where a2 v2 (grt A 2) 


A;s=X°%~N ¢, where as=h—c—2. 


ec'(r; — 2 *) a "(1 + ¢/)(% — 2") 3 = . 
wie) Rare” 


Q(B) denotes that the order of A is exactly equal to the order of B, i.e. 
'Bs|A| Si, 








14) V1 


15) A 


where / does not depend on B. 
16) e(£) denotes ef 


e(2riyz) dz, 





1 * sin 2rAz sin’ 275z 
17) sly, A, 5) = De-1 etl | 6% et 


where s is a positive integer and 6 < A/s. 
x 


18) = S eGieier), S= Dd eCriex), 


emt e-[ = ]+1 
q 


where q is positive and >1. 





3. Formulation of the chief results. In the present paper we prove the fol- 
lowing theorems. 
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TueoreM 1. If Iy denote the number of representations of N in the form (1), 
where a satisfies the condition 


—Ai S as Ai, 


then we have for r = 1 the formula 


ras “as Fs 


Iy = 2KN © 4 olw e = 


This theorem gives a comparatively good result for the value of G(c) when c’ 
is sufficiently near to unity; otherwise, when c’ is small, then 7; increases infi- 
nitely. Therefore we prove the following theorem for the case when 

fe <1-— a , 

THEOREM 2. If Iy denote the number of representations of N in the form (1), 

where a satisfies the condition 


—A,SasS hz 


then we have for r = re the formula 


T—a9 r—ao—-¥9 :) 


Iy = 2KN= 4 Ol - 





From theorem 1 and theorem 2 we can directly deduce the following theorem: 

THEOREM 3. Every integer L from a certain point onwards can be represented 
as a sum of 2ro or less terms of the form [x°], where x denotes a positive integer. 

The significance of the theorems 1 and 2 is that it enables us to find the 
least r such that the equation (1) can be solved for all sufficiently large num- 
bers N. However the “correction” a of the equation (1) in these theorems 
cannot be made sufficiently small, because it is known only that 


es 


lel SN, k=1,2, 


where a, is near to zero (cf. notation 13). Therefore it is important to investi- 
gate the question about the possibility of finding a better approximation to 
any number WN by a sum of terms of the form z°. The following theorem gives 
an answer to this question. 

THeoreM 4. If Iy denote the number of representations of N in the form (1), 
where a satisfies the condition 


—-A;SaSAsz 


then we have for r = rz the formula 


rT—ag r—-a3—73 1) 


Iy = 2KN © 1 oly e 
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Thus we can approximate a number N by a sum of terms of the form z* such 
that the error will be less than a given positive quantity, if h and therefore the 
number of terms 2° will be taken sufficiently large. 

Before we pass on to prove the theorems 1, 2 and 4 we have to state some 
preliminary lemmas. 


4. Preliminary lemmas. 
LemMa 1. For the function ¢,(y, A, 5) we have 
¢=0, when A+85S |y!| 
0s¢.21, when A—siS|y| SA+ 85 
¢g=1, when ly] SA — 385. 
Proor. It is known that 
- when y>o0 
vy) =? [ me FS. 0, when y=0 
T Jo Zz 
—1, when y <0. 





Hence for the function 


© sin QrAz 





e(2riyz) dz 


T 


2 
ely, A) = SY +4) vy —a)) =? [ 
we have 
1, when ly| <A 
yo = 
0, when. |ly|>A. 
If p is any integer and 


p-1 p-1 
t= b Soles et)-b Snes 9s 
then it is easy to verify that 
In» =0, when A+6S|y| 
Osli,,81, whn A-—-SsS|ly|S4+5 
h,, = 1, when ly| SA—6. 


Therefore if we denote 


oo . é 
ely, A, 8)'se Him Ty, aly J erie ( sin 2x(A + &) z it) dz 
pe 275 0 Zz —6 








e(2riyz) dz, 


1 [* sin 2rAz sin 2réz 
P 62? 











q 
Bs 
q 
: 
: 





512 B. SEGAL 


we have 
gq = 0, when A+ésly| 
Os¢.51, when A—S6Sly|/S4+6 
a=l, when ly] SA—6. 


Now we form the expression 
net 


p—1 Pp 
7) 1 dé 6 
be o(vat™,s) = 2 o(va+™,s)! 


A\=—p \=—p 


1 
La.» = 5, 


and find the limit 


W s 3 
go(y, A, 6) = lim Le,, = : I fin Bt e(ariye)( [ sin 27(A + £)z ix) dz 
0 —38 


p—0 2n5 62? 





* = BA e(2riyz) dz 


We conclude without difficulty from the construction of Le, , that 


1 I * sin 2rAz sin? 2réz 
0 


¢g: = 0, when A+26S]y| 
0s@S81, when A—2S|y|S A+ 26 
¢g2=1, when ly] SA— 2. 
If we form in the same manner the expressions Ls, », Ls,», +--+ , we get finally 
the expression L,, , and its limit ¢,(y, A, 6) — the function in question. 
Lemma 2. Let k be an iniegr >2;U =B—A>0O,x = 2. Let the real 
function f(x) have in the interval A S x S B k derivates f'(x), f(x), «++ , f(a). 
If f(x) be positive or negative in the named interval A S x S Band 
f@(@) = QV), 
where V is >0 and does not depend on x, then we have 
(5) De (2nif(x)) 


ASzsB 





wie te _2 2. _3k 
< au(v —24U «4VeU ‘). 


This lemma is due to van der Corput.? We changed here unessentially the 
formulation of van der Corput’s theorem corresponding to the purpose of the 
present paper. 

By application of this lemma only one of the three terms in the brackets of 
the right side of (5) is to be taken. It is easy to verify that the first term is 





*J. G. van der Corput. ‘Neue zahlentheoretische Abschatzungen (zweite Mitteilung), 
Math. Zeitschrift, 29 (1929), p. 401, Satz 4. 
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to be taken, when 
U > yin) : 


« 1 


the second, when V2") > U > VF", 


1 


1 
the third, when y*-! >Ue2 y‘. 


1 
If V* > U then the order of the right side of (5) is equal to O(U). 








Lemma 3. If? 
(6) | So| < 2X", 
where 0 < + < 1, then 

| S| < C3X*’. 
Proor. We have 
[x1-r] q@*([x1-r] 
(7) IS|s| >> e(2rizz) | + , 3 >. e(2rizz’) | , 
z=1 A=1 z=¢ »A-1 {[x1—r]41 

where 


p = [r log, X] +1. 
From (6) we conclude that 


q*[x1-T] 


e(2riza*) | < Cyr) Xa, 





z=q*—1[x1-r]41 


therefore we obtain from (7) 


| S | s X'" + C,X-7)? > gaa 


A=1 
or 
|S | < X74 C.X°-* gran) < C;X'. 


Lemma 4. The number of lattice points in the domain 
NsSap+apt+---+2;SN(1+X"), 
120, mw 20,---,27 20, 





(8) 


where 
0<n< 3 





‘ The lemma can be proved with any real function f(z) instead of zzx°. 


ig 











> aie ie th Bie ome enn nm _ 
- ears a 
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is equal to 
r—2” 


KN°X-"4D,N ° 





Proor. It is known that the number of lattice points in the domain 
ait+azt+::- +2, SW, 
120, mw 20,---,7% 20 


is equal to 


r—1 


- KW* + DW ° 
Hence for the number of lattice points in (8) we have 


ri 


° KN (a + x _ 1) + DN ° 





or 


r—29 


KN’ X""4+ DN ° 


5. The proof of theorem 1. We bring into our observation a set of num- 
bers M satisfying the conditions 


M=WN + (2m +4 1)A,, N<MSN(1+X"), 


(9) 
m=0,1,2,---. 
Let 
6=X 4, A=A, +86, 
where 
Pa 
= or 
and s = s(c) is a positive integer, which will be defined later. We have 
5 = o(A). 


We find with the help of lemma 1 for the number of representations of every 
M in the form (1), where — A; S a S A, the following formula 


x x 
Iu+R= QD +» DL o(ei + ey +--+. +27 — M,A,<) 


z,=1 tr=1 


1 / ” sin 2rAz sin® 2r5z 
0 


(10) 





= Qs-1 eth 6° get 


S* e(— 2rizM) dz, 
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where R denotes the error corresponding to the representations of M in the 
form (1), when @ satisfies the condition 


—-A-—s Sa -—A +4 86 








or 
A-—-siSaSA+386. 
We denote 
sin 2xAz sin’ 2762 ,, ' » 1 
® (z) = 5 zetl S e(— 2rizM) ’ E a Deiat? 
x ete gt’—% 
Hy = i &(z) dz, H; =f (z) dz, 
0 gt’ ints 
x-erl xe’ 
m= Bf &(z) dz, n.= 8] (z) dz, 
xg ete x¢’~% 
xe'—l-e, 20 
H, = Bf &(z) dz, H,; = ef @(z) dz. 
x~etl1 xe’ 
Where «¢,, €,; are positive quantities <1, which will be defined later, and 
1 
€5 = 1 <= Qn-2 . 


As the equality (10) can be written as follows 


5 
In +R = Hy + >, Bx, 


A=1 


therefore 
5 ° 

(11) | Iu — Hw|s X | Ha) +1 Rl. 
=1 


In order to prove theorem 1 we shall now show that the order of every 
H,(A = 1, ---, 5) and R does not exceed 


O(Xr arr) 





and afterwards we shall prove that Hy may be replaced by 


ra 


1 ; 
2KN-.~? 4 





and the order of the error by this substitution will not exceed 


T—-a@1i-7V1 


O(N) = O(X 8), 
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a) The order of H,. Put 
f(x) = ez*. 
Then we have, for the interval q'X Sz Ss X, 
f(x) = Q@xX~™). 
We denote 
V=27X", p= 2", 


and with the help of lemma 2 we conclude 


c 1 


n 1 
|S, | < CX) #(218X")u = C,X* #z ‘, 


and by lemma 3 














e 1 re r 
[S| <CsX° #2 #, [Slr <G)X” #2, 
Since 
in 27Az sin® 275 
aa in tet ee a, 
hence e 
re x—etl r ° 
|Mil < CuAX" # [ ztda< Cy XE) : 
x7 ere, 
. If we take 
: ; ecu 
p 1 = 
| 2r,vi(u — 1)’ 
| i. we obtain 


| Hi] <Cyx™, 
b) The order of Hz. We apply again the lemma 2 and obtain here 


ak 


| S,| < CisX an) 


therefore by lemma 3 


si Ped 
[S| <CuX" =, [S| <CuX" *. 
Using the inequality (12) we get 


r 


xe’—l—e, r ie 
| He | < CuaX | - dz < C17 ) ae ie pit Te g 
5 ates 





For r = r, we have 


‘ ee H, < Cg XO. 
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c) The order of Hs. We obtain by application of lemma 2 for the interval 
eee < : < x-« 
1 


1 e! 
|S.| < CigX(27X") 2e-) = Cis X° 2(w—1) g2(n—1) | 


hence, by lemma 3, 
5 1 


(13) [S| < CX? 2-1) gn ; ISI" <CyX" ted gin), 





We replace in Hs sin 27Az by unity and observe that 


sin* 27éz 
“ee 
Thus we find 


ste a ; ‘ig eS | — 
|Hs| << CoX 2(#-1) z2(u-1) dz < Co3X wi), 
x 


c’—l—e_ 


If we take 


4_f 
Pes: ae #)>0 
agate sf reer ae 


we get forr = 1 


| H;| < Gan 
d) The order of Hy. Here we use the inequality (13), and we replace the 
expression 
sin 27Az sin* 272 


by unity. Then 


, 


re’ x¢ r 
|Hy| < Cus-+X" 6-0 | gil) dz < Cop X 
x 


‘— 
Cc €; 


r—c!s-+ h Correa) alae 


Since 
Bi +e <c’ 
we can choose s = s(c) such that 
|Hs| < Co X”™O*™., 
e) The order of Hs. It is evident, that 
|S|’ s X’. 





Therefore 


| Hs | < C275 *° X" [ : zdz< «aia, ; 


Jx* 











Se a ee rae oy 
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hence 
| H5| < oa, 


f) The order of R. In the integral of the right side of (10) we replace A by 
A — 285. The order of the error by this substitution is not less than the order 
of R. Therefore it is sufficient to calculate here the order of the mentioned 
error. We calculate at first the error by replacing A by A — 2s in the integral 
Hu. We have 


|Hu(A) — Hu(A — 285) | < Coy X81 
or 
|Hu(A) — Hu(A — 288) | < Co XO, 


From this inequality and from the corresponding inequalities for H,, .-- , H; 
we conclude 


| R| < Cy XxX” O™, 


Now, with the help of the inequalities for Hi, --- , Hs and R we can write. 
the inequality (11) as follows 
(14) |Iu — Hu| < Cu X77 ™ 
and in particular, when M = N, 
(15) |\In — Hw| < Cun X77", 


It is easy to show that we can replace in (14) Hy by Hw. For it follows from 
the definition (9). 


M=WN-+ 0NX™" (0< 681) 

and in the interval 

O0s2s xX 
we have 

| 2xizONX-"| < C32 X°", 
hence 
|Hu — Hn| < C33AX™ 78", 
If we put 
_ ©c'(% +H) 
2ryvi(u — 1) 

we obtain 


| Hu _— Ay | < Cua’ CC: 
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Thus we have 
(16) [In — Hn| < CX *™, 
As the number of M satisfying the conditions (9) is equal to 


NX™ 
2A; 


we find without difficulty from (16) 
(17) p> Iv — THy| < CuTX™*™, 
M 


T = 





+D, 


But >>, JZ, is the number of lattice points in the domain (8), therefore by 
lemma 4 


r—29 


pe Iu = KN« xX + D,N « 
M 
and we get from (17) 


| THy — KN® x" | < Cy TXT, 














or 
oe. 
Hy — PENX | ¢ Gy xO: 
T 
since 
il r—a@, ‘ r—a,—-1 1 
c —n = ~e 
aa _ 2KN ° 4 DN C 
we obtain 
nian: BH Se ag 
(18) Hy —2KN ° , 





< CssN 
From (15) and (18) we get . 


ta oe eee) 
Iy.= 2KN ° WF be y 


the formula in question. 


6. The proof of theorem 2. We can prove theorem 2 in exactly the same 
way as we prove theorem 1. But here we use consequently the quantities 
n (1 + c’) é"(1 + c’) (ro + ) 
Pa cee ek hak 2 es SD 
Qve (ui — 1) 2re v5 (ui — 1) 
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instead of the quantities 


My, Bi, n 


in the proof of theorem 1. Also we put 








"(1 oa c’) Mi i 2 
q = 2 ? Q= ale stk. 
2r2v3 (ui — 1) Mi 
“(1 +c’) ( Ve a) 
ee Le 
€3 + c v2 2( m1 ae 1) + r? 


instead of the corresponding values for «4, €2, ¢3 in the proof of theorem 1. 
It is necessary to divide here in (10) the interval of integration in the follow- 
ing parts 


, 
£°S Ss 


x—ete, xite’—e, 
Hu = E | &(z)dz , H; = E | &(z)dz , 
0 


x7etl xlte’ 
H, = z | (z)dz , H,=E I (z)dz , 
Y x 


x—ete, 1+c’—e, 


xe'—e€, 00 
H,=E . &(z)dz, H,;=E ae: @(z)dz . 

Lemma 2 is applied with k = n + 1 as in the proof of theorem 1 it was 
applied with k = n. 


7. The proof of theorem 4. Here we divide the integral in (10) into the 
following parts 


xh—c—1—e, 


—ct+e, 
Hy =E [ &(z)dz , H, = z | &(z)dz, 
0 x +1 


rae 





—e+l C-) 
H,=E . &(z)dz ; H; = E/ &(z)dz ’ 
x—cete, xh—c—1—e, 
where 
a4 = : @g=1— i 
" Ques Fo” Qe 


and apply the lemma 2 with k = h for the computation of the order of H, 
and H:. Instead of the quantities 8, and 7 in the proof of theorem 1 we use here 


A - 52-3 ae 
((h — 3)2*—1 + 3)2'—"’ Ne ad th — 32 391° 





B=h—-c—2+4+ 
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ZUR GROSSENORDNUNG DES RESTGLIEDES FOURIERSCHER 
REIHEN DIFFERENZIERBARER FUNKTIONEN 


Von A. Kotmocororr 
(Received November 30, 1934) 


Die erste Fragestellung. Wir betrachten die Gesamtheit aller mit ihrer p-ten 
Ableitung (p 2 1) stetigen periodischen (mit dem Periode 27) Funktionen f(z), 
deren p-te Ableitung f(x) absolut kleiner oder gleich Eins bleibt. Der absolute 
Betrag R,(f, x) des Restgliedes 


R.(f, z) = f(x) — 4a — > (a, cos kx + b, sin kx) 


der entsprechenden Fourierreihe hat fiir diese Gesamtheit von Funktionen 
eine endliche von z unabhangige obere Grenze C‘??. 

Fir eine beliebige p-fach stetig differenzierbare periodische Funktion f(z) 
erhalt man unmittelbar die Ungleichung 


(1) |R.(f, z)| s C”M,(f), 


wobei M,(f) die obere Grenze von | f(z) | ist. Die Konstante C‘”’ kann 
offenbar in der Ungleichung (1) nicht erniedrigt werden. 
Die zweite Fragestellung. Man kénnte auch eine umfassendere Gesamtheit 
aller mit ihrer (p — 1)-ten Ableitung stetigen periodischen Funktionen f(z) 
betrachten, deren (p — 1)-te Ableitung der Lipschitzschen Bedingung 


(2) [f° @) — f° | sle- yl 


geniigt. Die obere Grenze C‘”) von | R,(f, x) | fiir diese umfassendere Gesam- 
theit von Funktionen bleibt aber dieselbe, wie bei der ersten Fragestellung. 


H. Lebesgue hat in 1912 gezeigt, dass C‘! von der Gréssenordnung Re® ist.! 


Unsere Aufgabe ist, zu beweisen, dass allgemein 
4 logn 1 
(p) ah 
(3) Cy = 7 nP + (2) 


ist. Im Falle eines ungeraden p beweisen wir auch die strenge Formel 
(4) co 21 ["| > me 
‘ n x to kp 


k=n+1 
$1. Weitere Ausfiihrungen kniipfen unmittelbar an die zweite der oben er- 
wihnten Fragestellungen an. Da die (p — 1)-te Ableitung f(x) der Lip- 


——— 


"Bull. de la Soc. Math. de France 40 (1912), pp. 137-159. 
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schitzschen Bedingung (2) geniigt, existiert fast tiberall auch die p-te Ableitung 
f(x) S$ 1. Umgekehrt, eine beliebige messbare, bis auf eine Nullmenge defi- 
nierte Funktion g(x) mit 


(5) ola)| <1, [ gaara 


kann als f(x) gewahlt werden. 
Nach diesen Vorbemerkungen setzen wir 














ile 2n as 1. 

(6) DE) ee onaseitiie 5 + > cos kz, 
2 sin ~ ~ 
2 
(7) D(z) = = ke 1 sin kr 
k=n+1 k 
(8) DEO ya Cun Dh SRR: i21 
k=n+1 

(9) D? S+E) (5) on * 1)**1 b> ar i21. 
k=n+1 
Es ist offenbar 
(10) £ py (2) =D? (2), O<2<2r, p2l, 
(11) DW (2) — DY (0) =z, 
(12) D® (27) — D?) (0) = 0, p22. 


Die bekannte Formel von Dirichlet 


27 
S,(0) =; I f(x) DY (a) dx 
0 
gibt uns wegen (10), (11) und (12) nach wiederholter partiellen Integration 


8(0) = (0) — 1 | pa) DY @) ae 
= 10) +4 [pre DY @) ae 


= 70) + —¥ 1) fh f) (”) D®) (a) de. 
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Es gilt folglich 
R,(f, 0) = f(0) — S,(0) 


(13) on (— Dr [Vr (x) D'?? (x) dz, p21. 


Tv 


Bemerkt man noch, dass C‘”) nichts anderes ist als die obere Grenze von 
R,(f, 0), so ergibt sich, dass C‘”) gleich der oberen Grenze von 


1 2x 
(14) = i o(x) D’?? (x) dx 








fir alle méglichen messbaren Funktionen g(x), welche den Bedingungen (5) 
geniigen, ist. Daraus folgert man unmittelbar die Ungleichung 


27 
(15) oo 51 | | D?) (x) | dz. 
0 . 

Im Falle eines ungeraden p ist wegen (7) und (9) D‘” (x) eine ungerade Funk- 
tion von x. Setzt man in diesem Falle g(x) = +1 in allen Punkten mit 
D” > 0 und g(x) = —1, falls D'?’ < 0 ist, so erhalt man eine Funktion ¢(z), 
welche den Bedingungen (5) geniigt. Fir diese Funktion ¢(z) gilt aber 


1 27 1 2r 

= [ g(x) D'?) (x) dx = tf | D'?) (x) | dx. 

wT Jo Tw Jo 
Wir sehen also, dass im Falle eines ungeraden p 

2r 
(16 op = 2 [| De) | ae 
™ Jo 

ist. Die Formel (4) ist also fiir ungerade p bewiesen. 


§2. Die asymptotische Abschatzung von C‘”) im Falle p = 2i + 1 (i 2 0). 
Es handelt sich also um die asymptotische Abschitzung des Integrals (16). 
Wir setzen 

ae 2k ms 1 ‘ 
$,(z) sale ’ 
s 


2sin 5 


_ sin (k + 1)z 
4(sin =) 

1 1 

ke (k +1)?’ 

A%(k) = A(k) — A(kK +1). 








V(x) = 


A(k) = 
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Es ist dabei 
pa &,(x) sand ,_1(z) = sin kx ; 
: ‘ | rf V(x) — Vir(z) = (zx). 


Die Abelsche Transformation ergibt uns die Formel 


; 

; 

a3 

: 
{ 

Be 


in k 
DY (z) = (- D#* D) 
k=n+1 
; 1 < 
ae | j = ( Ne Sg ee * 
! (17) (— 1 wep HO + Dy aw (| 
i, 1. = (- ye] - aaa — A(n +1) (2) + >) ar) wa] 
i 4 tab i n + 5 k=n+1 
i Bemerkt man jetzt, dass 
¥, Lee : it -) 
TS ame 1 1 
es [ und folglich 
1/n 27 1 
[ioe @ias [ie @ la = 05) 
0 2x-1/n nP 








ist und dass noch 


i i Oe | ¥,(z) | dx = O(n) , 


n 


: A(k) = (gx) 


1 
gilt, so erhalt man aus der Formel (17) die Abschatzung 


2x—-1/n 


i (p) 1 
[ | D’ (@) [de — | &,(x) | dx 


1/n Q° 
i | DY? (a) | dx + | | D'?) (x) | dx 
0 2 


x—1/n 








IIA 


as) +am+n | a) de + >) 8X0) [oO stay Lae 


k=n+1 


-0(8) +o(3)+0(23)o2) + $> ofe)ow =(2) 


k=n+1 
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Anderseits beweist man, ebenso wie im Falle der Lebesgueschen Konstanten 
2n+1 








27| 5 x Q2r 
(19) bg RTE sites 7” Af | D(x) | dz = + log n + O(1),? 
"| Sie ‘ . 
2 
dass 
2 1 
1 2r—1/n 1 2x—-1/n cos zx 4 
(20) =f |®a(2) de = * a. Leone dz = — logn + O(1) 
“" ore 2 sin ~ 
2 
ist. Aus (18) und (20) folgt endlich 
1 pee $ 5 hes (2) 
2) £ [°" |Dyre) jae = 498" + of 4). 


Wegen (21) und (16) ist also die Formel (3) im Falle eines ungeraden p bewiesen. 


§3. Die asymptotische Abschitzung von C‘”) im Falle p = 21 (¢ > 1). Wir 
setzen in diesem Falle 





2 
sin ~ ma x 
a sin ~ 
2 
und bemerken, dass 
D(a) — D(x) = cos kx 
o,(z) — o4_s(x) = Di?(2) 


ist. Dann ergibt sich mit Hilfe der Abelschen Transformation 





D(z) a (—1)# ~ cos kt 











k=n+1 ke 
= (—1)7 fa D® A(k) D(a 
al Heh ca @+ >) (k) D(a) 
(22) = (-vm| - = ~ wa D(a) — A(n + 1)on(z) | 
) 8 
+ D>) A @ox(2) 
k=n+1 
SS 
*Vgl. z. B. D. Jackson, Uber eine trigonometrische Summe, Rend. di Palermo 32 (1911), 

Pp. 257-262. 








SS eS ie is ce ARE 


be alan 
a 


es ees 
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3 eo 
~ (n+ 1)? 
Es ist jetzt zu bemerken, dass bekanntlich 


[vente | dx = O(n) 


D? (x) + QP(z) . 





ist. Es folgt daraus die Ungleichung 


[ "| Q(x) [de < a(n +1) f " [os(2)|dz+ >) a*G) [ " Vexle) [ae 


(23) 


- cs) + 3, a)on = 3) 


Aus (15), (22), (19) und (23) folgt weiter 





2" 
Co” = | | D(x) | dx 
w Jo 














(24) 

1 ae an 4 logn (+) 
< (0) (p) Es 0 g Thacta 
ae | |D’, G@)|dz + | | Qn'(x) | de = +O). 

Es sei endlich g(x) = 0 auf der Strecke 0 S x S ot i und g(x) = +1, oder 
es 2r tc . n+1 ie ie 
g(x) = —1, firr> nel je nach dem sin 5 positiv, oder nevativ, ist. 


Diese Funktion (x) geniigt den Bedingungen (5). Es ist dabei 


2x 27 
: [ e(2) D(x) de = + I | D(z) | dx = ~ logn + O(1) 
T JO Tw Jon Tv 











2n+1 
und wegen (22) und (23) 
1 Pe (p) 1 ra (0) 
: g(x) D’?’(x) dx| = OE [ g(x) Di’ (x) dx 








(25) 





1 4 logn 1 
+ o(5) owt oj) 


Aus (25) folgt wegen der Definition von C\”?, dass 


(26) cy) > 4 logn | o(2) 


12 mp n? 


ist. (26) mit (24) zusammen erbringen uns den Beweis der Formel (3) auch im 
Falle eines geraden p. 


KLJASMA BEI MosKAv. 
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UBER DIE ANALYTISCHE THEORIE DER QUADRATISCHEN FORMEN 


Von Cart Lupwia SIEGEL 
GEWIDMET Ernst HELLINGER zUM 50. GEBURTSTAGE 


(Received November 20, 1934) 


Zu den bekanntesten Sitzen der Arithmetik gehért die zuerst von Fermat 
bemerkte Tatsache, dass jede Primzahl der Form 4n + 1 und keine Primzahl 
der Form 4n + 3 Summe von zwei Quadratzahlen ist. Hieraus erhalt man 
leicht die Aussage: Die Gleichung x? + y? = p, in der p eine Primzahl bedeutet, 
ist dann und nur dann ganzzahlig lésbar, wenn die Congruenz xz? + y? = p 
(mod q) fiir jeden natiirlichen Modul g eine Lésung hat. Dadurch wird also die 
Frage nach der Lésbarkeit einer Gleichung in ganzen rationalen Zahlen iiber- 
gefiihrt in die Frage nach der Lésbarkeit in ganzen g-adischen Zahlen. 

Stellt man sich nun allgemein das Problem, iiber die Lésbarkeit von 


(1) ax* + bry + cy? = d 
durch Untersuchung der entsprechenden Congruenzen 
(2) ax? + bry + cy? = d (mod gq) 


zu entscheiden, so lehrt das Beispiel 5x? + lly? = 1, dass aus der Lésbarkeit 
von (2) fiir jedes g noch nicht die ganzzahlige Lésbarkeit von (1) zu folgen 
braucht. Verzichtet man aber auf Lésungen in ganzen Zahlen und lisst auch 
gebrochene rationale Lésungen zu, so besagt ein wichtiger Satz von Legendre, 
dass aus der Lésbarkeit von (2) fiir jedes g die Lésbarkeit von (1) folgt. Dieser 
Legendresche Satz wurde von Hasse zu einer entsprechenden Aussage fiir das 
Problem der linearen Transformation einer quadratischen Form Q von m Varia- 
beln in eine quadratische Form R von n Variabeln verallgemeinert: Damit Q 
in R durch eine lineare Substitution mit rationalen Coefficienten transformiert 
werden kann, ist notwendig und hinreichend, dass dies fiir jedes g mit g-adischen 
Coefficienten und ausserdem mit reellen Coefficienten méglich ist. Firm = 2, 
n = 1 entsteht hieraus der Satz von Legendre, wenn man beachtet, dass in 
diesem Falle die reelle Lésbarkeit auf grund des quadratischen Reciprocititsge- 
setzes eine Folge der g-adischen Lésbarkeit ist. Ein anderer Specialfall des 
Hasseschen Satzes, niimlich m = n, wurde bereits von Minkowski ohne aus- 
fihrlichen Beweis behandelt. 

Um einen Ansatz fiir eine quantitative Verscharfung der qualitativen Aus- 
sage des Legendre-Hasseschen Satzes zu gewinnen, also eine Aussage tiber 
Lésungsanzahl statt Lésungsexistenz, stelle man folgende Betrachtung an. 
Es seien Q und Q; zwei quadratische Formen, deren Determinanten ~ 0 sind. 
Wenn sie miteinander fiquivalent, d.h. ineinander ganzzahlig transformierbar 
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sind, so besteht offenbar eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den 
ganzzahligen Transformationen von Q in R und von Q; in R. Dasselbe gilt, 
wenn an stelle des Ringes der ganzen rationalen Zahlen der Ring der ganzen 
g-adischen Zahlen gewihlt wird. Es kann nun aber vorkommen, dass zwei 
Formen Q und Q; fiir jedes q stets q-adisch aiquivalent und ausserdem reell 
fiquivalent (d.h. reell ineinander transformierbar) sind, ohne dass sie im Ring der 
ganzen rationalen Zahlen aquivalent sind; ein Beispiel hierfiir liefern 52? + 11,2 
und 2? + 55y?. Will man einen Zusammenhang zwischen den Lésungsanzahlen 
von Gleichungen und Congruenzen finden, so erscheint es ratsam, nicht Q vor 
Q, auszuzeichnen, sondern gleichzeitig die ganzzahligen Transformationen 
von Q in R und von Q, in R zu untersuchen. Man betrachte also die Gesamtheit 
der quadratischen Formen, die mit Q reell und ausserdem q-adisch fiir jedes ¢ 
fiquivalent sind; diese bilden das Geschlecht von Q. Aus jeder der endlich 
vielen Classen iquivalenter Formen des Geschlechts wihle man einen Reprisen- 
tanten. Es seien dies Q, Q:, --- mit den Matrizen GS, Gi, --- , und es sei T die 
Matrix von R. 

Es folgt nun zunichst aus dem Legendre-Hasseschen Satz ohne erhebliche 
Schwierigkeit: Ist Q fiir jedes g ganzzahlig g-adisch und ausserdem reell in R 
transformierbar, so ist mindestens eine der Formen Q, Q,, --- ganzzahlig in R 
transformierbar. Dass dariiber hinaus eine quantitative Beziehung zwischen 
den Anzahlen der ganzen g-adischen und der ganzen rationalen Transformationen 
besteht, ist das Hauptresultat der vorliegenden Abhandlung. Dieses soll jetzt 
fiir den Fall eines positiven definiten Q formuliert werden. Es seien A(G, &), 
A(Gi, T), --- die Anzahlen der ganzzahligen Transformationen von Q, Q,, --: 
in R, also die Lésungsanzahlen der Matrizengleichungen ¥’6¥ = &, ¥;Gi%: = 
Z,---. Ferner seien A(S, S) = E(S), A(SG,, S:) = EH(G)), --- die An- 
zahlen der ganzzahligen Transformationen von Q, Q,, --- in sich selbst. Es 
stellt sich dann heraus, dass die Zahl 


A(S,X) , A(Gi, T) : 1 1 

(3) ( E@) + EG) * ) (ris) + EG Tt 

in tiberraschend einfachem Zusammenhang steht mit der Anzahl der ganzzah- 
ligen Transformationen von Q in R modulo q, also mit der Lésungsanzahl 
A,(S, E) der Matrizencongruenz ¥’S¥ = T (mod gq). Lasst man namlich ¢ 
eine solche Folge von natiirlichen Zahlen durchlaufen, dass jede natiirliche Zahl 
in fast allen Gliedern der Folge aufgeht, also z.B. die Folge der Facultiten, so 
existiert 








n(n+1) 


ee 


(4) lim A,(S,Z)q 2 
qm 

im Falle n < m und unterscheidet sich von (3) nur um einen Factor x, der allein 

von m, n und den Determinanten | © |, | | abhaingt. Dieser Factor « lasst sich 


folgendermassen independent definieren: Man betrachte die sd unabhan- 
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gigen Elemente der Matrix & als cartesische Coordinaten eines Punktes im 
n(n + 1) _jimensionalen Raum. Jedem Gebiete G dieses Raumes entspricht 


dann vermége der Gleichung %’'6¥ = T bei festem S ein Gebiet @’ des mn- 
dimensionalen ¥-Raumes. Sind dann v(@) und v(G’) die Volumina dieser beiden 
Gebiete, so lasse man G auf den Punkt zusammenschrumpfen, welcher zur 
Matrix = von R gehért, und bilde dabei 


v(G’) 
o(@) * 


Dann iste = 4\ firm =n+1,x =Afirm>n-+1. 
Die Grosse \ ist gewissermassen als Lésungszahl von ¥’6X¥ = T in reellen 


Zahlen anzusehen und kann daher als wahrscheinlicher Wert der Anzahlen 
- n(n+1) 


A(G, E), A(G:, EZ), --- bezeichnet werden. Analog kann man q” 2 als 
n(n+1) 

wahrscheinlichen Wert von A,(©, ZT) ansehen, denn es gibt gq 2 modulo q 
verschiedene T und g™" modulo qg verschiedene ¥. Der im vorigen Absatz 
ausgesprochene Satz gestattet also folgende kurze Formulierung: Das Ver- 

a A(G,T) , A(Gi,T) 
haltnis der Zahl EC) + EG) 
gleich dem Grenzwert des Verhiltnisses der Zahl A ,(©, T) zu ihrem wahrschein- 
lichen Wert im Falle m > n + 1, und halb so gross im Falle m = n + 1. 

Der Ausdruck (4) lasst sich auch als ein iiber alle Primzahlen zu erstreckendes 


unendliches Produkt schreiben. Bedeutet q speciell eine Potenz p* einer Prim- 
n(n+1) 


zahl p, so ist die Grésse A,(S, X)qg 2 " bei festen S und & fiir alle hin- 
reichend grossen a constant, also eine rationale Zahl a,(©S, T), die als Lésungs- 
dichte von ¥'6¥ = ZT im K6rper der p-adischen Zahlen bezeichnet werden kann. 
Es wird dann (4) gleich dem iiber alle Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge zu 
erstreckenden Produkt [Ja,(S, &) und folglich die ““Lésungsdichte im Kérper 


» = lim 








+ ---+ zuihrem wahrscheinlichen Wert ist 


der rationalen Zahlen’”’ 








A(G,2) | AGyT) 
(5) He) ee = [Ia,(S, 2), 





E@ tEG@ tt 


also gleich dem Produkt aller p-adischen Lésungsdichten; dabei ist im Falle 
m =n -+ 1 rechts noch der Factor } hinzuzufiigen. 

Die p-adischen Lésungsdichten a,(S, £) haben fiir alle p, die nicht in 2 | S || T | 
aufgehen, einen einfachen expliciten Ausdruck, und auch das Product dieser a, 
lisst sich in einfacher Form schreiben. Da jedoch die Bestimmung der tibrigen 
endlich vielen a, miithsame elementare Rechnungen erfordert und zu uniiber- 
sichtlichen Werten fiihrt, so erscheint die Gleichung (5) trotz ihrer transcenden- 
ten Form als die zweckmissigste Fassung des Zusammenhangs zwischen der 








ee 
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Theorie der quadratischen Formen im rationalen Zahlkérper und der Theorie 
in den p-adischen Ko6rpern. 

Die Formel (5) gilt auch in dem bisher auszuschliessenden Falle m = n, wenn 
dann bei der Definition von a,(S, T) und ausserdem auf der rechten Seite von (5) 
noch der Factor 4 hinzugefiigt wird. Wéahlt man speciell S = fT, so geht die 
Grésse (3) offenbar iiber in den reciproken Wert des Masses des Geschlechtes 


von &, also des Ausdrucks E 5 + E Gy + ---, und man erhiilt aus (5) eine 





Beziehung, welche in etwas complicierterer und nicht ganz correcter Form schon 
von Minkowski angegeben wurde. Hierin ist dann speciell die Dirichletsche 
Classenzahlformel fiir definite binire quadratische Formen und die Eisenstein- 
sche Formel fiir das Mass eines Geschlechts definiter ternirer quadratischer 
Formen in transcendenter Gestalt enthalten. 

Enthialt des Geschlecht von © nur eine einzige Classe, so bestehen Zihler und 
Nenner der linken Seite von (5) nur aus je einem Summanden und man erhilt 
fiir die Anzahl A(©S, TZ) selbst ein unendliches Product, naimlich das \-fache des 
Productes aller p-adischen Lésungsdichten. Jene Voraussetzung iiber die 
Classenzahl ist insbesondere erfiillt, wenn S die Einheitsmatrix € und m < 8 ist. 
Man erha!t dann fiir die Anzahlen der Zerlegungen einer natiirlichen Zahl in 
2, 3, --- , 8 Quadrate Aussagen, aus denen sich die diesbeziiglichen Sitze von 
Lagrange, Gauss, Jacobi, Eisenstein, Smith, Minkowski ableiten lassen. Diese 
Sitze hat fiir 5 < m S 8 auch Hardy bewiesen, indem er zuniichst die von ihm 
und Littlewood mit so grossem Erfolg in die additive Zahlentheorie eingefiihrte 
analytische Methode auf das Problem der Zerlegung einer Zahl ¢ in m Quadrate 
anwandte und auf diese Weise fiir die Anzahl der Zerlegungen als Function von 
t fiir t + © einen asymptotischen Ausdruck fand, von dem er dann mit Hilfe 
der Theorie der Modulfunctionen zeigte, dass er die Zerlegungsanzahl sogar fiir 
jedes natiirliche ¢ genau darstellt. Hardys “singular series’’ ist nun aber in 
etwas verinderter Schreibweise nichts anderes als der Grenzwert (4) fiir den 
Specialfall 6 = €,n = 1,5 S m S 8, und die Formel (5) besagt, dass diesem 
Grenzwert ganz allgemein fiir beliebige G und T eine exacte arithmetische 
Bedeutung zukommt. Da fiir m = 9 im Geschlecht von € mehr als eine Classe 
liegt, so ist erklirlich, dass die Hardysche Formel fiir die Anzahl der Zerlegungen 
einer Zahl in 9 Quadrate nur einen asymptotischen Wert liefert. 

Indem man den umgekehrten Weg geht wie Hardy, kann man die Formel (5) 
im Falle n = 1, m 2 4 fiir beliebiges S in eine Identitat aus der Theorie der 
Modulfunctionen iibersetzen. Diese zeigt dann, dass der bekannten Relation, 
aus der Jacobi seinen Satz iiber die Zerlegungen einer Zahl in 4 Quadrate ent- 
nahm, ein auf beliebige quadratische Formen beziiglicher analytischer Zusam- 
menhang zugrundeliegt. Es ist nun bemerkenswert, dass man auch im Falle 
n > 1eine functionentheoretische Deutung von (5) finden kann. Man kommt 
dann zwangsliufig zur Untersuchung der Eigenschaften jener wichtigen Func- 
tionen, denen fiir ein algebraisches Gebilde vom Geschlecht n dieselbe Bedeutung 
zukommt wie den Modulfunctionen fiir das elliptische Gebiide. Dies ist wieder 
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ein Beispiel dafiir, dass die Functionentheorie, der die Arithmetik so miichtige 
Hilfsmittel verdankt, auch ihrerseits durch zahlentheoretische Probleme gefér- 
dert werden kann. 

Was die Methode des Beweises von (5) betrifft, so wird zunichst durch voll- 
stindige Induction gezeigt, dass das Verhiltnis der beiden Seiten von (5) nur 
yon & und nicht von FT abhingt, bei festem S also constant ist. Der Wert der 
Constanten ergibt sich dann durch die Gauss-Dirichletsche Methode der Mittel- 
bildung. Fir die praktische Durchfiihrung des Beweises ist es wesentlich, dass 
an stelle der Definition eines Geschlechtes durch Charaktere, wie sie von Gauss, 
Dirichlet, Eisenstein, Smith benutzt wurde, die oben angegebene Definition 
durch Congruenzeigenschaften verwendet wird, welche auf Poincaré und Min- 
kowski zuriickgeht. Eines der Haupthilfsmittel bildet der Legendre-Hassesche 
Satz. 

Der vorliegende erste Teil der Abhandlung beschiftigt sich vorwiegend mit 
der Theorie der definiten quadratischen Formen. Da eine indefinite qua- 
dratische Form unendlich viele ganzzahlige Transformationen in sich selbst ge- 
stattet, so hat ja die linke Seite von (5) auch nur fiir definite Formen einen Sinn. 
Dass nach einer geringfiigigen Modification der linken Seite die Formel (5) 
auch fiir indefinite Formen gilt, soll im zweiten Teile ausgefiihrt werden. In 
einem dritten Teile wird dann die Ubertragung der Theorie auf beliebige alge- 
braische Zahlkérper mit den dazu gehérigen Anwendungen behandelt werden. 


Erstes Capitel: Hilfssaitze aus der Theorie der quadratischen Formen mit 
rationalen oder g-adischen Coefficienten 


§1. Matrizen 


Zur Vereinfachung der Ausdrucksweise ist es zweckmiissig, einige abkiirzende 
Bezeichnungen einzufiihren. Es bedeute P entweder den Ring R der rationalen 
Zahlen oder den Ring R,, der reellen Zahlen oder fiir irgend ein natiirliches 
q > 1den Ring R, der g-adischen Zahlen. Von diesen Ringen sind FR und R,, 
zugleich Kérper, und R, ist dann und nur dann Kodrper, nimlich Kérper der 
p-adischen Zahlen, wenn q Potenz einer Primzahl p ist. In jedem P gibt es den 
Unterring I der ganzen Zahlen, naimlich in R den Ring G der ganzen rationalen 
Zahlen, in R, den Ring G, der ganzen q-adischen Zahlen und in R,,, wenn darin 
alle Zahlen als ganz bezeichnet werden, den mit ihm zusammenfallenden Ring G,,. 

Matrizen werden stets mit deutschen Buchstaben bezeichnet, und zwar mit 
kleinen deutschen Buchstaben nur einspaltige Matrizen, die auch kurz Spalten 
genannt werden. Um anzudeuten, dass eine Matrix % aus m Zeilen und n 
Spalten besteht, schreibt man % = %™. Wird nur ein oberer Index geschrie- 
ben, also % = A), so bedeutet dies, dass % eine m-reihige quadratische Matrix 
ist. Eine Matrix mit den Elementen a1, welche fir k # 1 simtlich 0 sind, 
heisst Diagonalmatrix und wird mit D bezeichnet; fir m = n und 


ax, = 1(k = 1, +--+, m) 
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ist speciell D eine Einheitsmatrix €. Bei einer Nullmatrix 9% sind alle Elemente 
0, ebenso bei einer Nullspalte n. In iiblicher Weise bedeutet XS das Product 
von A = A” und $ = B®”, wobei die zur Productbildung nétige Vorausset- 
zung n = p nicht immer ausdriicklich erwihnt wird. Ferner sei (%%) die 
(n + q)-spaltige Matrix, deren Spalten durch Hinzufiigen der Spalten von § 
auf der rechten Seite der Spalten von 2% entstehen, was natiirlich nur fiir m = p 
einen Sinn hat. Entsprechend seien die Matrizen (3) und = definiert. 
Bedeutet 2%’ die Transponierte von Y%, so ist & = ’ fiir symmetrische Matrizen 
und % = — WY’ fir alternierende Matrizen. Der Buchstabe S werde weiterhin 
fiir symmetrische Matrizen reserviert. 

Eine Matrix % heisst in P gelegen, wenn dies fiir alle ihre Elemente gilt; sind 
diese Elemente sogar ganz, so heisst auch YU ganz oder in T gelegen. Liegt aus- 
serdem auch noch %{-' in T, so heisst Xin T unimodular. Mit U1 mége stets eine 
unimodulare Matrix bezeichnet werden; ist speciell | 11 | = 1, so spricht man von 
einer eigentlich unimodularen Matrix, wofiir der Buchstabe % reserviert werde. 

Der Elementarteilertheorie entnimmt man 

Hitrssatz 1: Zu jeder Matrix A aus P gibt es zwei eigentlich unimodulare 
Matrizen B, und Bo aus T, so dass ViABe eine Diagonalmatriz ist. 

Zwei Matrizen % und $ aus R#, heissen modulo g congruent, in Zeichen 


WY = B (mod gq), 


wenn alle Elemente von 2% — % durch gq teilbar sind. Aus Hilfssatz 1 folgt 
leicht 

Hitrssatz 2: Es sei U eine m-rethige Matrix aus G und der absolute Betrag 
threr Determinante seid > 0. Ist dann q ein Multiplum von d und durchlauft 
X = X™-™” ein volles System mod q incongruenter Matrizen aus G, so stellt AX 
(mod q) genau g™"d—" incongruente Matrizen dar und zwar jede d*-mal. 

Haufig gebraucht wird weiterhin 

HixrssatTz 3: Es sei U = A™™” aus T,n S m und A vom Range n. Es gibt 
eine bis auf einen linksseitigen unimodularen Factor eindeutig bestimmte Matrix 
B aus T, so dass AB ganz ist und fiir jedes C aus P mit ganzem AC zugleich BE 
ganz. 

Bewets: Nach Hilfssatz 1 gilt BAB, = D, also nach der Voraussetzung 


ee i 
(6) Bi = DBz" = (3): 


wo $ eine umkehrbare Matrix aus I bedeutet. Es ist dann 


ws (G) 


%. 
BAC = ( ), 


ganz und ferner 
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also mit AC auch BC ganz. Hat B, dieselben beiden Eigenschaften, so sind 
folglich @B;' und BiB ganz, woraus B, = UB folgt. 

Die bis auf einen linkseitigen unimodularen Factor bestimmte Matrix 8 des 
Hilfssatzes 3 soll grésster (rechtsseitiger) Teiler von % heissen. Ist B selbst 
unimodular, so heisst % primitiv. 

Hitrssatz 4: Es sei A = A™™” aus T,n < m, A vom Range n und B grésster 
Teiler von U. Es gibt ein € = C™"—") aus I, so dass die Determinante der m- 
reihigen Matrix (AC) gleich | B | ist. Hat auch ©, diese Eigenschaft, so ist ©, = 
AF + CBR mit ganzem BF und (AG) = 1e(58). 

Bewets: Es sei wieder (6) erfiillt. Setzt man dann 


C= 8'(%) 


mit 2, = N"™—” und E = E"-™”, so wird 


¥,(A6) = & ar 


| (MC) | = |B]. 
Gilt letztere Gleichung auch fiir ein ganzes CG; statt €, so sei 


ec. =(9) 


mit §@ = G@"—™ und = H"-”. Wegen 


(AG) = e s) 


ist dann § eine eigentlich unimodulare Matrix %, und nach (6) wird 
GC = ASG + CB. 


Damit ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Jede Matrix € mit den Eigenschaften aus Hilfssatz 4 heisst Complement von 
%. Jede primitive Matrix wird insbesondere durch ihr Complement zu einer 
unimodularen Matrix erginzt. 

Hinrssatz 5: Es sei A = A”) aus G,,n < m, A vom Range n und der grésste 
gemeinsame Teiler der n-reihigen Unterdeterminanten von % in G, eine in q auf- 
gehende natiirliche Zahl d. Es gibt eine Matrix B = B™") aus G, die congruent A 
(mod q) ist und ebenfalls d als gréssten gemeinsamen Teiler ihrer n-reihigen Unter- 
determinanten besitzt. 

Brewets: Die Matrix %& ist modulo ¢ einer Matrix % = ay”) aus G con- 
gruent. Der grésste gemeinsame Teiler der n-reihigen Unterdeterminanten 
von %, hat die Form dé mit (t, 7) = 1. Nach Hilfssatz 1 ist B,%,¥2 = D eine 
Diagonalmatrix aus G, deren Diagonalelemente die Zahlen diti(k = 1, --+ , ) 








Aa ee ae 
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mit d = [][f-,d, undt = []-,tseien. Da die ¢, siimtlich zu g teilerfremd sind, 
so gibt es auch n paarweise teilerfremde Zahlen u,(k = 1, --- , n), so dass 1% = t, 
(mod q) gilt. Ersetzt man nun in D die Diagonalelemente dj; durch dyu, und 
die Elemente der (n + 1)-ten Zeile simtlich durch g, so hat die so entstehende 
Matrix % gerade d als gréssten gemeinsamen Teiler ihrer n-reihigen Unter- 
determinanten, und $ = B7' %B_* leistet das Verlangte. 

Hitrssatz 6: Ist B eigentlich unimodular in G,, so gibt es in G eine eigentlich 
unimodulare Matrix S, = B% (mod q). 

Bewets: Die Behauptung ist trivial fir 8 = BV” undr = 1. Ist sie richtig 
fir r = n — 1 = 1, so betrachte man fir 8 = B™ die Elemente der ersten 
Spalte von B-!. Sie sind in G, teilerfremd und lassen sich daher nach Hilfssatz 
5 durch Elemente ersetzen, die innen modulo g congruent und teilerfremd in G 
sind. Die so abgeinderte erste Spalte von ¥— lasst sich dann nach Hilfssatz 4 
zu einer in G eigentlich unimodularen Matrix &: ergiinzen. Nun ist aber 


1 , 
VB. = E 4 (mod q), 


wobei die Spalte a und die Matrix &% = %"-» in G, liegen. Da | A| = 1 
(mod q) ist, so ist & (mod q) einer eigentlich unimodularen Matrix B; = ¥{"~ 
aus G, und folglich auch einer eigentlich unimodularen Matrix %, aus G con- 
gruent. Ferner gibt es in Gein a; = a(modq). Setzt man dann 


a > 
(; *) = Bs, 


so erfillt VB,’ = Bi die Behauptung. 
§2. Symmetrische Matrizen 


Ist 6 = S™ eine symmetrische Matrix und r die aus den m Elementen 
t1, +++ , Xm gebildete Spalte, so ist r‘Sx die quadratische Form der Variabeln 
ti, +++» 2m mit der Matrix S und der Determinante |G]. Es sei T = T” 
eine zweite symmetrische Matrix, und es seien ©, T beide in P gelegen. Man 
nennt & durch S in P darstellbar, wenn es eine Matrix € = ©” in P gibt, 
so dass durch die Substitution r = Cy die quadratische Form r’Sr in y’Ty iiber- 
geht. Es gilt dann also die Beziehung 


(7) C’SE = TF. 


Lasst sich € sogar aus I wihlen, so spricht man von einer ganzzahligen Darstel- 
lung in P oder einer Darstellung in’. Ist T der Ring G,, so ist dann insbeson- 
dere @’S€ = T (mod g). Man spricht von einer Darstellung modulo g, wenn 
letztere Congruenz fiir irgend ein ganzes 6 erfiillt ist; dann braucht natiirlich 
nicht die Gleichung (7) in R, zu gelten. 

Ist sowohl E durch S in I (bezw. modulo g) darstellbar als auch © durch f, 
so heissen S und TF in T (bezw. modulo g) aquivalent. Alle mit S aquivalenten 
T bilden die Classe von S in I (bezw. modulo gq), und © ist ein Reprasentant 
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seiner Classe. Ist S6 = A'S, A, BTV = FT, so folgt aus (7), dass €; = ACB 
eine Lésung von €;S,C, = T, ist. Sind nun S und G, in I aquivalent und 
ebenfalls £ und T), so entspringt daher aus jeder Darstellung von T durch © in 
P oder I eine ebensolche von ZT, durch S,, und umgekehrt. Fiir die Untersuch- 
ung der Méglichkeit einer Darstellung von T durch S kann man also S und T 
durch beliebige Reprasentanten ihrer Classen ersetzen. 

Es bedeutet keine wesentliche Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn im 
folgenden © und & als ganz in P vorausgesetzt werden. Weiterhin mége 
dauernd der Fall ausgeschlossen werden, dass S oder T eine Nullmatrix ist; denn 
in diesem Fall ist das Problem der Lésbarkeit von (7) trivial. 

Hitrssatz 7: In jeder Classe gibt es eine Matrix, deren Determinante # 0 ist. 

Bewets: Es sei S, = 6" eine Matrix der Classe. Es gibt in P eine Matrix 
% mit | X| # 0, sodass A%’S,A% = D eine Diagonalmatrix ist. Die Anzahl 
der von 0 verschiedenen Diagonalelemente von D ist gleich dem Range m von ©). 
Man kann sich % so gewaihlt denken, dass gerade die m ersten Diagonalelemente 
~ 0sind. Es sei 8 die von den m ersten Zeilen von %-' gebildete Matrix. 
Nach Hilfssatz 1 ist dann ¥,8%, eine Diagonalmatrix, also BY, = (C™N) und 


: (BV (B CR (6 N\_(S 
ata (5) ” (3: me ( zh) " (s 3) (F a) 


wo Jt; und Yt, Nullmatrizen bedeuten. Da S = OS™ den Rang m hat, so ist 
|\S| #0. 

Hilfssatz 7 zeigt, dass man fiir die Untersuchung der Méglichkeit der Dar- 
stellung von T durch S die Annahmen | S | = S ¥ Ound| Z| = 7 ¥ 0 machen 
kann. An diesen Annahmen soll weiterhin festgehalten werden. Sind dann 
S = S™ und T = IT™ Aquivalent, gilt also A’SA = XT und V’/TS = S mit 
ganzen %f und %, so ist m = nund | % |? | B |? = 1, also &% unimodular. Umge- 
kehrt gehért auch U’SU zur Classe von S. 

Hitrssatz 8: Es set p eine von 2 verschiedene Primzahl und S in R, gelegen. 
Es gibt ein B in Rp, so dass B'S eine Diagonalmatriz ist. 

Bewels: Es sei ¢ in R, der grésste gemeinsame Teiler der Elemente von 
S =t©,. Ist das erste Diagonalelement von ©, durch p teilbar, aber nicht das 
kK, soseix = By die durch x, = yx, 2%» = —y1, 21 = yi(l ¥ 1, k) definierte eigent- 
lich unimodulare Substitution, und dann ist das erste Diagonalelement von 
¥iS,%, nicht durch p teilbar. Sind aber alle Diagonalelemente von ©; durch 
p teilbar, so gibt es jedenfalls oberhalb der Diagonale ein zu p teilerfremdes 
Element s.(k < 1); definiert man dann r = %2y durch 2; = yx + Yn Tr = 
yn(h ¥ 1), so ist das k Diagonalelement von ¥,S:%2 mit 2s,; (mod p) congru- 
ent, und man kommt auf den eben behandelten Fall zuriick. Es sei also in 
¥; SB; das erste Diagonalelement s, zu p teilerfremd. Sind dann s, --- , 8m 
die andern Elemente der ersten Zeile, so setze man r = Bs) mit 


SiY1 = 8%, + +++ + SmIXm, Yn = x(h = 2, --- , m) 
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und erhalt 
(BB,)’ S (BB) = e i 


mit ganzem ©G, aus R,. Die Behauptung folgt nun durch vollstandige In- 


duction. 

Ist T = T™ durch © = S™ in I darstellbar, so gilt nach (7) die Ungleichung 
n < mund € hat den Rang n. Nach Hilfssatz 3 gehért zu € der bis auf einen 
linksseitigen unimodularen Factor eindeutig bestimmte grésste (rechtsseitige) 
Teiler 8 von G, der auch Teiler der Darstellung heissen soll. Bei unimodu- 
larem % heisst die Darstellung primitiv. Analog wird der Teiler einer Dar- 
stellung modulo g und eine primitive Darstellung modulo g definiert. 

Betrachtet man statt der Darstellung von T durch © in F allgemeiner solche 
in P, so kann man mit Hilfe einer einzigen Lésung © von (7) eine allgemeine 
Parameterlésung finden, welche die rationale Parameterdarstellung der Flachen 
zweiter Ordnung und die Cayleyschen Formeln fiir orthogonale Matrizen ent- 
halt. Es gilt nimlich 

Hitrssatz 9: Ist €;5SC) = TX eine Darstellung in P, so lisst sich jede andere 
Darstellung 6'SE = T in P, fiir welche (C,SC — T)— existiert, mit Hilfe einer 
alternierenden Matrix X% = A™ aus P und einer Matrix B = B™” aus P in die 
Form 


(8) € = G + 26(A — B’SB)1B’SCo 


seizen. Sind umgekehrt % eine alternierende Matrix aus P und & eine beliebige 
Matriz aus P, fiir welche (YX — B’SB) — existiert, so liefert (8) eine Lésung von (7). 
BreweEts: Damit © = ©» + X der Gleichung (7) geniigt, muss 


X'S + CoS¥ = — X'S¥ 


gelten. Diese quadratische Gleichung fiir ¥ geht durch die Substitution 
X = BY)- in die lineare 


B'SGY + Y'COSB = — BSB 
iiber. Folglich ist die Matrix 
(9) 28'S.) + B’SS = A 
alternierend. Nach Voraussetzung existiert 
(GSC — T)-, 
also auch 
(C,SBY-) = 


und nach (9) die Matrix (% — B’S%)—. Fir € = © + BY ergibt sich dann 
aus (9) der Ausdruck (8). Dass dieser umgekehrt fiir jedes alternierende % der 
Gleichung ©’6€ = TF geniigt, lasst sich auch leicht direct verificieren. 
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Fir die spiter zu machende Anwendung von Hilfssatz 9 ist es wesentlich, 
festzustellen, von welcher Dimension die dort ausgeschlossene Mannigfaltigkeit, 
auf der die Matrix (€,SC — X)— nicht existiert, in der Lésungsmannigfaltigkeit 
von 6’S€ = Tsein kann. Hierzu dient 

Hitrssatz 10: Es seien S und & beide in P gelegen, wo P einen der Kérper 
R, R,, Ry bedeutet. Fiirn < m definiert die Gleichung 


(10) X’S*E = I 


in P ein irreducibles algebraisches Gebilde der Dimension mn — == =v. Fiir 
n = m definiert jene Gleichung in dem durch Adjunction von (T'/S)§ = p zu P ent- 
stehenden Kérper P; genau zwei verschiedene irreducible algebraische Gebilde der 
Dimension v; auf dem einen ist | ¥ | = + p, auf dem andern |X| = — p. 

Bewels: Fiirm = n = List die Behauptung trivial. Esseim>1. Hat die 
Gleichung (10) iitberhaupt keine Lésung in P bezw. P;, so kann man offenbar 
durch Adjunction einiger Quadratwurzeln erreichen, dass (10) in dem erweiter- 
ten Korper P: eine Lésung Xo hat; und es geniigt, die Behauptung fiir P, statt 
P bezw. P; zu beweisen. Zunichst sei n = 1. Der Ansatz von Hilfssatz 9 
liefert aus einer Lésung r = ro von r’Srx = T jede nicht auf der Polaren r,5Sr = T 
gelegene Lésung in der Form 

b’Sro 

(11) r=m—2 5 Sb b 
mit Hilfe der Parameterspalte 6; und umgekehrt folgt aus (11) die Gleichung 
6 = A(r — Yo) mit einem Zahlenfactor \. Da es nur auf die Verhiltnisse der 
Elemente von 6 ankommt, so treten in (11) genau m — 1 unabhingige Para- 
meter auf. Vermdége (11) kann man stetig von ro zu jeder Lésung 4, tibergehen, 
die nicht auf der Polaren von fo liegt. Ist aber r56r1 = 7’, so wihle man ein 
t = 2 der Form (11), das weder auf der Polaren von fo noch auf der von 1; liegt, 
also ein b mit b’Sb ¥ 0, b’Sxo ¥ 0, b’'Sx, ¥ 0. Dadann zo und 4, mit 2 stetig 
auf der Lésungsmannigfaltigkeit zusammenhingen, so auch ro mit 1:. Zugleich 
ist in der Umgebung jeder Lésung die volle Lésung r als rationale Function 
von m — 1 Parametern darstellbar, die sich ihrerseits wieder rational aus der 
Lésung r bestimmen. 

Nun sein > 1. Man darf fiir den Beweis voraussetzen, dass T die Gestalt 


=(8) 
wf 


besitzt. Setzt man dann X = (Yr), so zerfallt (10) in die 3 Gleichungen 
YSoYV=F, WYWSr=n wrSr=t. 


Es sei bereits bewiesen, dass 9)’69) = &, eine irreducible algebraische Mannig- 


faltigkeit von m(n — 1) — Pa = v, Dimensionen definiert und dass sich die 
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allgemeine Lésung ¥) in der Umgebung jeder Lésung 9) als rationale Function 
von »; Parametern darstellen lisst, die sich selbst rational durch 9) ausdriicken. 
Wegen ¥’SY = T, ist 9) vom Range n — 1. Die allgemeine Lésung von 
Y’Sr = nlautet daher r = Ht, wo H = H™"—"*» vom Range m — n + 1 und 
t eine willkiirliche Spalte von m — n + 1 Elementen ist. Bestimmt man ein 


umkehrbares &, so dass R 9) = ( ) wird, so ist fir © = R’SK die Gleichung 


MN 
S, = (=. =) erfiillt. Setzt man Ry = y, so wird Y)’Szx = (T,T2)y, und folglich 
2 23 ; 


nl 
ist H = K se " eine zulissige Wahl von §. Dann ist aber 


Gry _T7F 
R(DH) - ( N oaiu 


also (9) umkehrbar und wegen 
ian , f& N 
(99 SWS) = (Fyre) 


die Matrix §’S5 = TJ, von nicht verschwindender Determinante. Nach dem 
im ersten Absatz Bewiesenen lisst sich die Gleichung t’T.t = ¢, in welche die 
noch zu lésende Gleichung r’Sr = ¢ vermége r = Ht iibergeht, rational durch 
m — n Parameter lésen, die ihrerseits wieder rational von t abhingen; und im 
Fall x < m lassen sich die Lésungen stetig ineinander iiberfiihren. Da nun § 
rational von ¥) abhingt und r = t ist, so ist in der Tat ¥’6X¥ = T im Falle 
n < m eine irreducible Mannigfaltigkeit von »; + m — n = v Dimensionen, 
und der Inductionsschluss ist beendet. Im Falle n = m erhalt man dagegen 
beim letzten Schritt zwei verschiedene irreducible Gebilde, entsprechend dem 
Vorzeichen von p. 

Endlich werde noch der uralte Satz von der quadratischen Erginzung in der 
fiir das folgende zweckmiissigen Form ausgesprochen, nimlich 

Hixrssatz 11: Es sein < m und ©'SE = TF eine primitive Darstellung von T 
durch © inT. Man ergénze € durch Hinzufiigen eines Complementes % zu einer 
in T unimodularen Matrix (CX) = U. Setzt man dann 


(12) Q=C'SA, G = . “44 § = "SA — O'T 0, 


N E 
so ist 
(13) |O| = |usT- 
und 


ee: ae. eS > 
(14) W’Su = G ia oat G = ie. Ks) ‘ coal E 
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Werden fiir irgend ein anderes Complement %; von © die zugehérigen Werte von 
U,Q, H, mit Us, Qi, Hi bezeichnet, so gelten mit ganzem § und unimodularem W 
die Gleichungen 


%, = CF + AB, us = u(5, =). Q1 = TF + OB, 


(15) 
S: = BSB. 


Bewelts: Es ist 


‘eu = (9 _ (CSE CSA) (fT Q 
weu = &) S(E%) = fue whos 2 &. © + g2-0) 


a(t? ® e-(2 “ys aw at Q 
n o/-~ \o e/\n 96 /~\o’ 940% "0)' 


also (14) bewiesen. Durch Bildung der Determinanten folgt 
|UPS=|GPT*|S|=T|H| 


und daraus (13). Die beiden ersten der Formeln (15) erhalt man mittels Hilfs- 
satz 4 und sodann 


QO, = OSH = C'S(CF + AW) = TF + BW 
OH = ASM —QyjTHQy = (WC + WA’) S(CF + AW) 
— (F/T + W’O’) I-(TF + QB) = V’HR, 


also die beiden letzten der Formeln (15). 


und 


§3. Congruenzlésungsanzahlen 


Die Anzahl der modulo qg incongruenten ganzen Lésungen X von X¥’'OX = T 
(mod g) sei A,(S, T=). Unter allen diesen Darstellungen von T durch S modulo 
qmégen genau A,(©, T, B) den Teiler B haben und speciell sei A,(S, T, €) = 
B,(S, X) die Anzahl der primitiven Darstellungen modulo g. Diese Anzahlen 
hingen offenbar nur von den Classen von © und T in G, ab. 

Hirssatz 12: Es sei p eine Primzahl, die nicht in 2ST aufgeht. Dann sind 
alle Darstellungen von X durch S modulo p primitiv. Bedeuten ferner 6 und ¢ 


die Legendreschen Symbole (cvs und (a0 or so ist 
Pp 


n(n+1) 


pe?" AlS,2) = (1-9 +e?) TT a-o9) 


k=1 








(m gerade, n gerade) , 


= (1 - op?) "hy (1 — pe) 









- OT Se: ® 
si ais pa eemecke , 
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(16) (m gerade, n ungerade) , 


r) TL (94) 


k=1 





(a 


(m ungerade, n ungerade) , 
n/2 


= [J (1 — p*") (m ungerade, n gerade) . 
k=1 


Bewets: Hat die Darstellung ¥'6X = T (mod p) den Teiler B, so ist ¥8- 
ganz in R,, also auch TB! und |X| | Bl. Da p nicht in T aufgeht, so ist 
folglich S unimodular in G, und die Darstellung primitiv. 

Zur Berechnung von A,(©, &) kann man nach Hilfssatz 8 voraussetzen, 


dass T eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente ¢,, --- , ¢, das Product 
T haben. Bedeutet r die erste Spalte von X¥, so muss die Congruenz 
(17) r’Sr = t (mod p) 


erfillt sein. Es sei a irgend eine Losung dieser Congruenz. Da auch a primitiy 
ist, so kann man a durch ein Complement % zu einer in G,, unimodularen Matrix 
(a%) = Uy erginzen. Dann ist das erste Diagonalelement von U; SU, modulo 
p mit ¢, congruent. Wie aus dem Schluss des Beweises von Hilfssatz 8 hervor- 
geht, kann man noch dazu % so wihlen, dass die iibrigen Elemente der ersten 
Zeile von U; SU, simtlich = 0 (mod p) sind, also 


n’ 
(18) u;Su, = (‘: 3) (mod p) 
gilt. Gibt es nun ein ¥ = € mit r = a (mod p), so erginze man € durch sein 
Complement 2%, zu einer unimodularen Matrix (€%;) = Us. und erkennt durch 
Bildung von U7'Ue, dass 


(19) C=h - 4 (mod p) 


mit ganzen 6, ©, ist. Da nun aber €’S€ einer Diagonalmatrix congruent ist, 
so folgt aus (18) und (19) die Congruenz¢,b = n, also b = n, €C = Wy ‘ a und 
1 
€;S,G, ist congruent der mit den Diagonalelementen fz, --- , t, gebildeten 
Diagonalmatrix T,. Daher erhilt man jede der mod p verschiedenen Lésungen 
X genau einmal, indem man zuniichst alle mod p verschiedenen Lésungen r von 
(17) bestimmt, zu jedem solchen r ein Ul, aufsucht und fiir das dazu gehérige Si: 
simtliche mod p verschiedenen Lésungen von ¥;S,¥, = T, (mod p) ermittelt. 
Dies liefert die Recursionsformel 


(20) A,(S, T) — >» A,(Gi, T,) ’ 


wo a die Lésungen von (17) durchliuft und im Fall n = 1 das allgemeine Glied 
der Summe durch 1 zu ersetzen ist. 
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Es sei nun zunachst n = 1, also A,(S, T) = A die Lésungsanzahl von (17). 
Es ist, wenn w eine primitive p* Einheitswurzel bedeutet, 


(21) pA ‘a po gn se 


h, a(mod p) 


dabei durchlaufen h und die Elemente von a alle ganzen Zahlen von 1 bis p. 
Setzt man die Gausssche Summe 


Pp 
a = 
so ist 


(22) ot = (4) a (h=1,---,p—1), 


wo (*) das Legendresche Symbol bedeutet. Nach Hilfssatz 8 kann zur Berech- 


nung von A die Matrix © als Diagonalmatrix angenommen werden, deren 
Diagonalelemente s;, --- , Sm mit dem Product S seien. Nach (22) wird dann 


ha’Sa _ “im m 
b> - =¢ (22)... (MMe) = a (S)(@) hni,.--,9~1), 
a(mod p) Pp Pp P/ \P 


und (21) geht tiber in 
S\ Gm DQ (h\" 
(23) A = p™! (5) dll (*) hey 
ym TAG) D 2 p}) * 


Die rechts auftretende Summei st — 1 fiir gerades m und (=*) G fiir ungerades 


m. Der Specialfall m = 1, S = ¢t, liefert nach (23) aus 


1\ @ 
2-14(5")$ 
‘4 Pp Pp 
die Beziehung 


: on()m 


und folglich ist 
(05) A = p™ G — op ay (m gerade) 
= p™ 1(, + ap . (m ungerade) , 
mai 
wo 6 und ¢; die Legendreschen Symbole (‘cus ) und (0% ) bedeuten. 


Damit ist die Behauptung von Hilfssatz 12 im Falle n = 1 bewiesen. 
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Nun sei n > 1 und die Behauptung fiir n — 1 statt n richtig. Nach (18) ist 
S| Ui? = 4 | S| (mod p), also (1S!) = (=), ferner ist T = ¢, | T, |, also 


(2x!) as (=). Auf grund von (16) haben alle A,(@;, T,) in (20) denselben 
Wert, und da die Anzahl der Summanden in (20) durch (25) gegeben wird, so 
erhilt man durch Multiplication von (16), angewendet auf S,, J, statt S, f, 


und (25) die Formel 





(9-3 )9 _ ey —3) (0 -= no 9 
p? "A (G,f) = p(y — 6p ae + ep * i i- 9“) 
k=1 
(m gerade, n gerade) , 
n—-1 
_=\ 2 | 
“as oily ~— bp :) II a — p*-") (m gerade, n ungerade), 
k=1 


l1—m 


ree: 
= p(1 + ap? )(i n~ ap? )(1 + ow?) IT alive alin 


(m ungerade, n ungerade), 





n—2 
i-m 1-—m Se 
= yt l+ap 2 ) 1 om 1p 2 ) II (1 wee pet) 
k=1 
(m ungerade, n gerade), 


die sich leicht in (16) iiberfiihren lasst. Hierdurch ist Hilfssatz 12 vollstindig 
bewiesen. 

Wie sich aus den folgenden Hilfssitzen ergeben wird, lisst sich die Berechnung 
von A,(S, EZ) fiir den Fall, dass g zu 2ST teilerfremd ist, auf die Formel des 
Hilfssatzes 12 zuriickfiihren. Ist dagegen g nicht zu 2ST teilerfremd, so erhilt 
man fiir A,(S, Z) recht complicierte explicite Ausdriicke, die zwar von Min- 
kowski in gewissen Specialfillen angegeben worden sind, aber weiterhin nicht 
gebraucht werden. Von Wichtigkeit ist jedoch ein einfacher Zusammenhang 
zwischen den Werten von A,(S, &) fiir verschiedene geniigend hohe. Potenzen 
q = p* derselben Primzahl p. Dieser Zusammenhang ist in einem allgemeinen 
Satz tiber Systeme algebraischer Congruenzen enthalten, doch soll er nur fiir den 
hier interessierenden Fall ausgesprochen werden. 


Hiirssatz 13: Es sei p> die héchste in 2T aufgehende Potenz von p und a > 2b, 
n(n+1) n(n+1) 


q = p*. Dann sind die Zahlenqg 2? ""A,(S,E)undq 2 — BS,TX) von 
a unabhdngig. 

Bewe!s: Es sei ©; eine Lésung der Congruenz ©’6€ = TX (mod q). Die 
Anzahl derjenigen Lésungen, welche = ©, (mod gp~*) sind, sei A(Gi). Ist © 
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eine dieser Loésungen, so ist © = ©, + opt mit X aus G,. Da q in G, durch 
(2T)?p teilbar ist, so gilt 


C'SE = CSG, + oT BW (mod pq) 
mit 
(26) W = CSF + XS, 


und die Congruenz @’6€ = T (mod q) ist mit W = MN (mod p») gleichbedeutend. 
Soll sogar ©’S6C = T (mod pq) gelten, so muss die schirfere Bedingung 


(27) : VY= = (= — CSG) (mod p**!) 


_n(nt1) 
erfiillt sein. Es soll nun gezeigt werden, dass es hierfiir genau p" 2 ~=-A(G,) 
Lésungen ¥ (mod p+) und also ebensoviele € (mod pq) gibt. 

Nach Hilfssatz 1 gibt es in G, zwei unimodulare Matrizen %, und Be, so dass 


(28) BiC SV. = (D™N) 





’ (n) 
eine Diagonalmatrix ist. Setzt man dann ¥,WB; = ®W,, B'XBi = (* ), 
so geht (26) iiber in 

BW, = DY+ Y’D. 


Sind d,, --- , d, die Diagonalelemente von D und Y = (yx:), Wi = (wei), so 


erhilt man also die sa Gleichungen 


diyii + diyu = Wei (lsksIlsn) 


fiir die n? Unbekannten yy. Nach (28) ist nun D“ViCi; SG = (EMN)Bz"G 
in R, ganz; wegen ©; SC, = T (mod p*) und a > b ist daher auch | D |-'| T | 
ganz und d; --- d, inG,ein Teiler von T. Nach (27) sollen die w;: vorgeschrie- 
benen durch 27' teilbaren Werten cy; modulo p*+! congruent sein. Ist p, die 
héchste in 2d, aufgehende Potenz von p, so ist p, ein Teiler von cx, und die 
Congruenz 2dyyxz = cx hat nach jedem der beiden Moduln p> und p’+! genau 
px Lésungen. Ist px: die héchste in (d;, d:) aufgehende Potenz von p, so ist px: 
ein Teiler von ¢,:, und die Congruenz dyyx: + diyu = cx: hat fir k ¥ I nach dem 
Modul p> bezw. pH! genau pip’ bezw. pxip’t! Lésungen. Die Anzahl der 


(n—1)n 
zulissigen 9) ist also fiir den Modul p’+! genau p 2? -mal so gross wie fiir den 
Modul p’. Da noch die ganze Matrix 3 = 3-"” willkiirlich ist, also p/"-""- 
mal so viel Werte fiir den Modul p+! besitzt wie fiir den Modul p*, so ist in der 


(9-1)8a—n)0 


Tat die Anzahl der Lésungen X (mod p*+') von (27) genau p ? -mal so 
gross wie die Anzahl A(G,) der Lésungen X¥ (mod p’) von W = N (mod p*). 

















: 
: 
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Betrachtet man nun die einzelnen Restclassen ©; (mod gp), so enthilt also 
_n(n+1) 


jede Restclasse genau p- 2 -mal so viel modulo pq verschiedene Lésungen 


von ©’S€ = FT (mod pq) wie modulo g verschiedene Lésungen von €’S€ = F 
n(n+1) n(n+1) 


(mod q). Folglich ist A,.(S,=) =p" *% A(S,T)undg 2 “"A,(G,) 
von a unabhingig. Wegen a > b sind ferner alle Losungen einer Restclasse 
modulo gp~ primitiv, wenn eine es ist. Daher gilt auch die in Hilfssatz 13 
ausgesprochene Behauptung iiber B,(©, Tf). 

Hiermit ist zugleich auch bewiesen 

Hiurssatz 14: Es sei p’ die hichste in 2T aufgehende Potenz von p und a > 2b. 
Zu jeder ganzzahligen Lésung ©, von €;SG, = TX (mod p*) gibt es in G, eine 
Lésung von 6'SE = FT mit € = G (mod p*~). 

Die letzten 3 Hilfssitze behandeln den Fall, dass der Modul eine Primzahl- 
potenz ist. Fir einen zusammengesetzten Modul besagt 

Hiurssatz 15: Sind q und r zwei teilerfremde Moduln und ©, T in Go gelegen, 
so gilt 


Aqr(S,T) = Aq(S, T)A-(S, ZX), Bor(S, XT) = By(S, T) BS, T). 


Ist €; SG, = F eine Darstellung in G, und €,SC. = TF eine Darstellung in G,, so 
gibt es in Gg, ein € mit € = ©, in G, und C = ©, inG,, so dass ©’'SC = Tin Gy ist. 

Bewelts: Sind a und 6 zwei ganze rationale Zahlen, so gibt es ein modulo gr 
eindeutig bestimmtes c, das = a (mod g) und = b (mod) ist. Hieraus folgt, 
dass es zu zwei Zahlen a; und b;, von denen die erste in R, und die zweite in R, 
liegt, genau eine Zahl c; in R,, gibt, welche in R, gleich a; und in R, gleich }, ist. 


Die Behauptung ergibt sich jetzt unmittelbar. 
n(n+1) 


Aus den Hilfssitzen 12 und 13 folgt, dass die Zahlg 2 ” A,(G,&) fir 
jede Potenz gq = p* einer nicht in 2ST aufgehenden Primzahl p den auf der 
rechten Seite von (16) stehenden Wert hat. Die Bestimmung jener Zahl fiir den 
Fall, dass p in 2ST’ aufgeht, fiihrt im allgemeinen zu uniibersichtlichen Aus- 
driicken. Der specielle Fall aber, dass n = 1, also T = (T7') ist und p zwar in T 
aufgeht, aber nicht in 2S, lasst sich noch einfach erledigen. Dies besagt 

Hitrssatz 16: Es sei p zu 2S teilerfremd un p' die héchste in T = p'T, aufge- 
1)? 8 


hende Potenzvonp. Man setze « gleich dem Legendreschen Symbol (cs oder 





m—1 
.,{((—1) © 87;). : 3 
gleich > , je nachdem m gerade oder ungerade ist, und analog r = p 
oder = p?-™. Dann gilt mitq = p* und a > ldie Formel 


q’ "AG, T) = (i — «ep 2)(1 f+er+tey2 4... +r’) (m gerade), 


=(-p(igrceg aoe) 
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(29) (m ungerade, l ungerade), 


t 
; 4 
= (1 on ro(ierees “ve +r + —".) 
l—ep? 

(m ungerade, | gerade) . 
Bewets: Nach den Hilfssaitzen 12 und 14 sind alle S = S™ mit derselben 
Determinante S in G, aquivalent. Demnach kann man © fiir die Berechnung 
von A,(G, T) als Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen S, 1, --- , 1 an- 


nehmen. Bedeutet w, eine primitive p*-te Einheitswurzel, so hat man fir 
A,(S, T) = A die Beziehung 
(30) qA on > gitee~r? 


h, a(mod gq) 


wo h und die Elemente von a volle Restsysteme modulo gq durchlaufen. Setzt 
man zur Abkiirzung w?** = o, und 


(31) > oT eee 


wobei die Elemente von 6 volle Restsysteme modulo p* und g ein reduciertes 
Restsystem modulo p* durchlaufen, so geht (30) in 


(32) q"A =) po, 


k=0 


iiber. Nach einfach zu beweisenden Eigenschaften der Gaussschen Summen ist 


nun aber 
pk 9 k 
we” = p2 (k gerade), 
b=1 
k=1 
= (2) p? G (k ungerade) 


k 
nitG = >} w?” und folglich, wenn (24) herangezogen wird, 


b=1 


gb'Sb 


w? oe (kK gerade) , 
6(mod pk) 


= (‘uF 5) p? , (m gerade, k ungerade) 
P 


m—1 
a” a m 1 
is (‘- ne %) p? ‘2G (m ungerade, k ungerade) . 
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Mit Riicksicht. auf (31) ergeben sich daher im Falle eines geraden m die Glei- 


chungen oo = 1, ox =p? ETD —l)firlskslog=-—- ety? “TEI fiir 


k=1+ 1,0, = 0fiirk > 1+ 1; und nach (832) wird dann 


: +1 
gq’ "A -14(1-1) Denon = (-<Z)atert... + er’), 


k=1 


womit der erste Teil von (29) bewiesen ist. Im Falle eines ungeradem m wird 
aber oo = 1, ox = O fiir ungerades k < 1, o, = p? on? — 1) fiir gerades 


> mm ' 
k<lo.=—p? fir geradesk = 1 + 1, o, = ep? ATE"? far ungerades 
k =14+-1, 0, = Ofiirk > 1 + 1, also schliesslich 


k+k 


(1~1)/2 i*1 


1 r 2 
1 1—-— h_ —— 
1-7 oS 


gq "A 


v= 


=(1-)Gtrte4.-tr?) (1 ungerade) , 


1 


th. 1—m 


l 
=14+(1-1) Sete 


h=1 





i L 
‘a (1 - at Pore > eee Slee | —*5| (I gerade) . 
F 1—ep?. 


Die bisherigen Aussagen dieses Paragraphen iiber Congruenzlésungsanzahlen 
bezogen sich entweder auf beliebige Darstellungen modulo g oder auf primitive 
Darstellungen. Es ist von Wichtigkeit, dass man die Frage nach der Anzahl 
der Darstellungen mit festem Teiler 8 auf den Fall der primitiven Darstellungen 
zuriickfiihren kann vermége 

Hitrssatz 17: Es sei 8 = B” in G,, die Determinante | B| = b eine in q auf- 
gehende natiirliche Zahl, T = B’T,B mit ganzem T, und (2T)* | g. Dann ist 


A,(S, T, B) = b- "1B, (G, Ti). 

BeweE!s: Es bedeute A,(S, T, B) die Anzahl der Lésungen von 6’SC = T 
(mod q) mit primitivem €B-! = $ aus G,, also die Anzahl aller $B modulo ¢ 
mit 
(33) Y’S$ = T, + gBV’"GF" 
und ganzem symmetrischen @. Es seien fiir variables © die simtlichen modulo 


q verschiedenen gB’'GB~ die Matrizen $,, --- , Sa. Die Anzahl der primi- 
tiven Darstellungen 


(34) BSP = T, + Gx (mod g) 
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von T; + ©, durch S (mod gq) ist fiir jedes k der. Reihe 1, --- , a nach den 
Hilfssiitzen 13 und 15 genau 6?""—"“"+)-mal so gross wie die entsprechende 
Anzahl fiir den Modul gb-*. Nun ist aber 5. = MN (mod gb-*) und daher die 
Lésungszahl von (34) gleich der von k unabhingigen Zah] B,(S, 3). Fir 
(33) existieren also aB,(©, T) nach dem Modul q incongruente primitive Lésun- 
gen %. Mit $ ist nun auch $; = $ + g¥B~ fiir beliebiges ganzes ¥ = X"-"” 
eine Lésung von (33), denn es ist ja 


B'((B + q¥B')’S(PB + g¥B") — T)B 
= g(G + X’SPS + B’P’SX + gkX’SX) = N (mod g), 


und andererseits hat jedes $, mit $,8 = BS (mod q) jene Gestalt. Bedeutet c 
die Anzahl der modulo q verschiedenen g¥$~", so liefern also je c Lésungen 


dasselbe BB (mod gq), und folglich ist A,(S, T, B) = ~ BG, Ti). Nach 


Hilfssatz 1 kann man zur Bestimmung von a und c die Matrix $ in der Diagonal- 


form mit den Diagonalelementen };, --- ,b, und bh --- 6, = b annehmen. 
Ist nun © = (gu) = (gx), so wird gB’ GS" = (ft), also offenbar 
kU 
a = [J bb; = b"+. Ferner wird q(2x)B" = (24), alsoc = [[ b7 = b”. 
kSt 1 i=1 


Ree : 
Daher ist - = b"~”*!, was noch zu zeigen war. 
c 


§4. Einheiten 


Ist C’SC = S eine Darstellung von S durch sich selbst in T, so heisst € eine 
Einheit von Gin. Dann ist | € |? = 1, also€ unimodularinT. Die Einheiten 
von S in T bilden offenbar eine Gruppe. Sind S und ©; = U’SU aquivalent 
in I’, so liefert jede Einheit € von S die Einheit UCU von S;._ Die Einheiten- 
gruppen von © und &;, sind daher einstufig isomorph, und die abstracten Grup- 
pen hingen also nur von der Classe von © in I ab. 

Analog nennt man € eine Einheit von S modulo q, wennn € ganz und @’SC = 
S (mod q) ist. Die Anzahl dieser Einheiten ist A,(S, S), wofiir kiirzer L,(S) 
geschrieben werde. Ist S’ ein Teiler von qin G,, so folgt aus | €|? S = S (mod q), 
dass € unimodular in G, ist; in diesem Falle bilden also die Einheiten von S 
modulo g sicherlich eine Gruppe, und E,(S) ist dann die Ordnung der Gruppe. 

Aus den Hilfssitzen 12, 13, 15 folgt durch die Specialisierung T = © der 

Hitrssatz 18: Fir (q, r) = 1 ist Ey(S) = E,(S)E(S). Bedeutet p> die 
héchste in 2S aufgehende Potenz der Primzahl p und ist a > 2b, q = p*, so ist die 


(m—1)m 


Zahl}q 2 E,(S) von a unabhdngig und zwar hat sie fiir den Fall b = 0 den 


x #8) -2\27 
Wert II (1 — p-*) oder (1 — i p *) [I a — p™), je nachdem m 
k=1 


k= 
ungerade oder gerade ist. 
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Fiir jede Einheit in © ist die Determinante +1 oder —1. Wie Beispiele zei- 
gen, braucht zu gegebenem © in G nicht immer eine Einheit mit der Deter- 
minante —1 zu existieren. Hingegen gilt 

Hiurssatz 19: Zu jeder symmetrischen Matrix S in G, gibt es eine Einheit mit 


der Determinante —1. 
BewEts: Hat © die Gestalt » - ), so ist die Behauptung trivial. Da nun 
1 


nach Hilfssatz 8 fiir p ~ 2 jedes S in G, einer Diagonalmatrix aquivalent ist, 
so bleibt nur noch der Fall p = 2 zu behandeln. Es sei ¢ in G2 der grésste gemein- 
same Teiler der Elemente von S = t@:. Sind nicht alle Diagonalelemente von 
Se gerade, so folgt wie beim Beweise von Hilfssatz 8, dass S. einer Matrix von 
der zu Anfang angegebenen Gestalt aquivalent ist. Man darf also voraussetzen, 
dass alle Diagonalelemente gerade sind. Waren diese sogar alle durch 4 teilbar, 
so folgt, da nicht alle Elemente von ©, durch 2 teilbar sind, wie beim Beweise von 
Hilfssatz 8 leicht, dass S. einer Matrix aquivalent ist, bei der nicht alle Diago- 
nalelemente durch 4 teilbar sind. Daher geniigt es, den Beweis fiir den Fall zu 
fihren, dass in GS. = (s,:) das Element s,, nur durch die erste Potenz von 2 
teilbar ist. Durch die Substitution r = Cy mit 


/ 


Suti = — (Suyi + Zseye + +--+ + 2SimYm), Th = Yr (h = 2, --- , m) 


geht nun aber, wie sofort zu sehen ist, die quadratische Form r’Ger in sich iiber; 
ferner ist offenbar € ganz und | €| = —1. 


§5. Verwandschaft 


Es seien © und T zwei symmetrische Matrizen in G. Wenn sie in G dquiva- 
lent sind, so sind sie erst recht in allen G, und in G,, aiquivalent. Das Umge- 
kehrte gilt nicht immer, wie Beispiele zeigen. Es mégen nun © und T ver- 
wandt heissen, in Zeichen S v T, wenn sie in allen G, und in G,, aquivalent sind. 
Alle mit S verwandten fT bilden das Geschlecht von S, von dem © ein Repriisen- 
tant ist. Es ist klar, dass alle mit S in G aquivalenten T mit S verwandt sind; 
jedes Geschlecht setzt sich also aus vollen Classen zusammen. 

Die unendlich vielen Bedingungen fiir die Verwandtschaft von S und T lassen 
sich durch endlich viele ersetzen, wie der folgende Hilfssatz zeigt. 

Hitrssatz 20: Fiir die Verwandtschaft von S und & ist notwendig und hin- 
reichend, dass S = T ist und dass S mit T= modulo (28)? sowie in G,, dquivalent ist. 

Bewets: Es sei 6 v T. In G, gilt dann U’/SU = T; also sind S/T und T/S 
beide in R, ganz. Da dies fiir jedes p gilt, soist S/T = +1. Wegen U’SU =f 
ist ferner S/T in jedem R, ein Quadrat. Nun ist —1 in R; kein Quadrat und 
folglich S = T. Nach Hilfssatz 15 sind S und & in jedem G, Aquivalent, also 
auch modulo (2S)*. Dies lehrt, dass die Bedingungen von Hilfssatz 20 not- 
wendig fiir Verwandtschaft sind. 

Es seien nun umgekehrt jene Bedingungen saimtlich erfiillt. Wegen S = T 
ist zufolge Hilfssatz 12 fiir jede nicht in 2S aufgehende Primzahl p die Zahl 
A,(S, Z) > 0, also S mit X modulo p dquivalent. Ferner ist auch S mit T 
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modulo (2S)* aquivalent. Aus Hilfssatz 14 folgt dann die Aquivalenz von S und 
T in allen G,, also S v &. ' 

Hutrssatz 21: Es sei Gv I. Fair jeden Modul q gibt es in der Classe von S in 
Gein SG, = T (mod gq). 

Bewets: Nach Hilfssatz 20 ist S = T. In G, ist ferner €}SC, = T mit 
|6,| = +1. Nach Hilfssatz 15 existiert in G, ein Go, so dass fiir alle Primteiler 
p von q in Gp die Gleichung ©) = ©, gilt. Ferner gibt es nach den Hilfssiitzen 19 
und 15 in G, eine Einheit € von GS, so dass fiir jene p in G, die Gleichung | CC, | = 
+lerfillt ist. Folglich ist (€-€o)’S(€C-Go) = T in G,, und | CG)| = 1. Be- 
stimmt man nun nach Hilfssatz 6 in G eine unimodulare Matrix ll = €€> (mod q) 
und setzt U’/SU = S;, so ist S, mit S dquivalent und S, = T (mod q). 


§6. Existenzsatze 


Fir die Darstellbarkeit von T durch © in G ist die Darstellbarkeit in G,, und 
allen G, notwendig, aber nicht immer hinreichend. Lésst man jedoch die 
Forderung der Ganzzahligkeit fallen, so gilt der grundlegende 

Hitrssatz 22: Fiir die Darstellbarkeit von T durch © in R ist die Darstell- 
barkeit in R,, und allen R, notwendig und hinreichend. 

Nachdem wichtige Specialfalle dieses Satzes von Legendre, Smith, Minkowski 
behandelt waren, wurde er in voller Allgemeinheit von Hasse abgeleitet, auf 
dessen Verdéffentlichungen fiir den Beweis verwiesen sei. 

Zunachst sind einige Folgerungen aus Hilfssatz 22 zu ziehen. 

Hitrssatz 23: Es seien S und T aus G, n < m, (2T)*S ein Teiler von q, T= 
durch © in G,, und ausserdem modulo q in der Form €;SG@, = TX (mod q) dar- 


stellbar. Dann gibt es in R eine Darstellung C'SC = T mit €C = G | mod aT : 


Bewets: Fiir die Primzahlen p, die nicht in 2ST aufgehen, ist nach Hilfssatz 
12 die Zahl A,(S, ET) positiv und daher nach Hilfssatz 14 die Matrix T durch 
© in G, darstellbar. Nach den Hilfssitzen 14 und 15 existiert ferner in G, eine 
Darstellung €,S66, = T mit © = G (moa - Da die Primteiler p von 2ST 
auch in g aufgehen, so ist also T durch G in allen G, darstellbar. Nach Hilfssatz 
22 gibt es folglich in R eine Darstellung ©, SG, = T. 

Zufolge Hilfssatz 9 ist 


(35) X = Co + 2B(A — BSB) V’SQ, 


eine Lésung von ¥’'6¥ = T in P, falls A = A eine alternierende Matrix 
aus P und 8 = 8” eine beliebige Matrix aus P bedeutet, fiir welche 


(A — B’SB)* 


existiert; und zwar lasst sich eine Lésung X stets dann in die Form (35) setzen, 
wenn (€,6% — T)-! vorhanden ist. Es sei nun p ein beliebiger Primfactor 
von q. Es soll gezeigt werden, dass bei geeigneter Wahl von & und B aus R 
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fiir die durch (35) definierte Matrix ¥ die Zahl | €;SX — T | in allen R, von 0 
verschieden ist, dass also (€,S¥ — T)— in R, existiert. 

Da die Gleichung | €;SX — &| = 0 nicht auf dem ganzen algebraischen 
Gebilde ¥’SX = TF gilt, z.B. nicht in der Umgebung von ¥ = — ©}, und ande- 
rerseits vermége Hilfssatz 10 jenes Gebilde in RF und allen R, irreducibel ist, 
so wird durch (35) die volle Mannigfaltigkeit ¥’O6¥ = T der Dimension 
n(n + 

2 


vy = mn — 1) dargestellt, ausgenommen den durch | €;5S*¥ — & | = 0 de- 


finierten Teil der Dimension »y — 1. Dies gilt sowohl in R als auch in R,.  Fer- 
ner ist durch die Gleichung | €,S¥ — T | = 0 in R, auf dem Gebilde ¥’SX = F 
ebenfalls ein (v — 1)-dimensionaler Teil definiert. Folglich kann man in (35) 
die Matrizen % und $ aus R, so wahlen, dass fiir das zugehérige X die Zahl 
| ©,S¥ — F| in allen R, fir die Primteiler p von g ungleich 0 ist. Bricht man 
dann die g-adischen Reihen fiir 2{ und $ an geniigend hoher Stelle ab, so erhalt 
man statt des g-adischen ¥ eine Matrix ©; aus R mit €;S@; = &, fiir welche 
(€;S6; — &)— in R, existiert. 
Wendet man nun nochmals Hilfssatz 9 an, so ist 


(36) G = ©; + 286,(% — Bi SB.) "BSE; 


mit geeigneten g-adischen %, und $,. Bricht man diese wieder an geniigend ho- 
her Stelle ab, so liefert (36) anstatt des g-adischen © ein € aus R mit €’X¥C = I 
und € = @ = @ (moa sr) ; 

Wie aus den Hilfssaitzen 15 und 19 leicht folgt, ist Hilfssatz 23 nicht mehr 
richtig, wenn die Voraussetzung n < m durch n = m ersetzt wird. Dass auch 
der Beweis dann versagt, liegt an dem Zerfallen des Gebildes ¥’6X¥ = T fiir 
n= mM. 

Hitrssatz 24: Es seien S und T aus G, n < m, (2ST)? ein Teiler von q, I 
durch & in G,, darstellbar und €;SG, = X (mod q) mit ganzem G;. Es gibt ein 
Siv S mit S; = S (mod q) und inG ein C = & (moa ss) so dass ©’S,€ = I 
ast. 

Bewets: Nach Hilfssatz 23 gibt es in R eine Darstellung €;S66, = TF mit 


G, = & (moa +) Mit Riicksicht auf Hilfssatz 1 geniigt es fiir den Beweis, 


2T] 
©, als Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen cq, --- , c, anzunehmen. 
Es werde angenommen, dass fiir ein h > 1 die Zahlen c,, --- , c,—-1 in Zahler und 


Nenner nur Primzahlen enthalten, die auch in q aufgehen. Da jeder solche 


Primfactor dann auch in st aufgeht und ©, ganz ist, so folgt aus G = & 


(mo ) dass ¢1, --- , Cx-1 ganz sind. Man setze nun c, = 5 a wo qi den 
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gréssten Teiler von c, bedeutet, dessen simtliche Primfactoren in g aufgehen, 


und ; den gekiirzten Bruch Ist S = (s.), T = (tk1), so wird 


1 


Ce8in 5 = bea (k=1,---,h-—1), 
a 2 
Shh b 1 = ty, 
also b? | six, @? | thn, D| Sen, @| ten(k = 1,---,h —1). Hiatte b mit den m — h 
Zahlen s,, fir k = kh + 1, --- , m einen Teiler gemein, so miisste dieser in S, 


also auch in g aufgehen, wahrend ja (6, g) = list. Folglich hat die allgemeine 
Lésung von 


m 


2. Sut, = 0 (mod b) 
l=atl1 
die Form x = Sy mit xr = (2a41 --- Xm)’, beliebigem ganzen y und einer gewissen 
ganzen Matrix 8 = 8‘"—) von der Determinante b. Es bedeute D die mit den 
Diagonalelementen 1, --- , 1, b- gebildete h-reihige symmetrische Diagonal- 
/ 
matrix. Setzt man dann § = os a so ist | § | = l und ¥’SF = Se ganz. 


Da § modulo g ganz und (2S) ein Teiler von q ist, so ist S. v S auf grund von 


Di MW 


Hilfssatz 20. Man setze nun §—*G@, = ©; = ( ), wo die Diagonalmatrix 


MN Ws 
D\") die Diagonalelemente ¢;, --- , c,-1, 4g, hat; dann ist €;S.6; = T. 
Auf genau dieselbe Art folgt die Existenz eines modulo g ganzen §, = §{" 
die Diagonalelemente ci, --- , cr-1, 91 besitzt und €;S.6, = &, ist. Indem 


man noch @: und &, durch geeignete aquivalente Matrizen ersetzt, kann man 
erreichen, dass %2 eine Diagonalmatrix wird. Es gibt also eine Darstellung 
CSG; = J, in R mit ¢; = 52 CFs, G3 = FSF: Vv S, tT. = FTF: Vv x, wobei 
de und 3 die Determinante 1 haben und modulo gq ganz sind; ferner ist 
§; eine Diagonalmatrix, deren h erste Diagonalelemente die ganzen Zahlen 
C1, +++ , Cha, @: Sind, also nur Primfactoren von g enthalten. Da diese Aussage 
vermége vollstandiger Induction auch fiir h = n gilt, so kann @; weiterhin als 
ganz rational angenommen werden. 

Man wihle nun nach Hilfssatz 6 in G zwei unimodulare Matrizen U; und Us 
mit U, = §2 (mod g) und Us, = Fs (mod g7). Setzt man dann U,G;llz" = ©, 
Un" Tliyt = Ts, Uj SU? = Si, so gilt in G die Darstellung ©’G,€ 
und dabei ist Gv G = G, (mod q), T3 v FT = Tz (mod qT), €C = & 


mod i). Es sei & grésster Teiler von ©, also CR~! = CG primitiv und 


21 


CSG = KTR = T, ganz. Ist dann A ein Complement von @ und 
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(CoA) = B, so gilt nach Hilfssatz 11 mit Q = CSA, G = eB = 7 
A’S,A — O’Tz'Q die Gleichung 


TT, H’ Ty, QD 
, — ’ 4 ian 
Ves = o'(5) 5) 6 = (= ce) 
0 Q 
N E 


el U : . 
inca 66(f “4 me t 9+ pee | 


Wegen T = Xo (mod g) und Ty" = T,' (mod gq) ist dann S, = S, = S (mod), 
wegen |Ti| = | To| auch |SGi| = |Gs{ = S. Da ferner T, und &, in G, 
fiquivalent sind, so auch ©, und G,. Aus Hilfssatz 20 folgt jetzt S:v SG. Een- 
lich ist noch €5S,€) = Xo, also C’S,€ = T und damit alles bewiesen 

Hilfssatz 24 lehrt, dass es zu jeder Darstellung €;SG6, = T (mod q) eine 
Darstellung €’6,€ = T in G durch eine mit S verwandte Matrix S, gibt, wobei 
sich € von ©, modulo qg “nicht allzu sehr’ unterscheidet. Hierdurch ist eine 
gewisse Zuordnung der Darstellungen von T durch S (mod q) zu den Darstel- 
lungen von T in G durch Reprasentanten des Geschlechtes von © gewonnen. 
Dass diese Zuordnung zu einer quantitativen Aussage verscharft werden kann, 
bildet das wichtigste Ergebnis der weiteren Untersuchungen. 

Es sollen jetzt noch die Darstellungsdichten in G, definiert werden. Ist 
q = p* Potenz einer Primzahl p und a grésser als der Exponent der héchsten in 
(27)? aufgehenden Potenz von p, so ist die Zahl 


Man setze noch &’ ‘TR = Xo, ( ) = @, und definiere S; durch 





n(nt1)_ 
(37) q ? A,(S, E) 
nach Hilfssatz 13 von a unabhangig. Fir eine ganze Matrix ¥ = X¥™™” gibt 


n(n+1) 


es nun g”" Méglichkeiten modulo g, und andererseits gibt es gq 2 Moéglich- 


keiten fiir eine ganze symmetrische Matrix T = X™ modulo g. Die Zahl 
_ n(nt1) 


q 2 kénnte man daher als die wahrscheinliche Anzahl der Darstellungen 
von E durch S modulo qg bezeichnen und den Wert in (37) als Darstellungsdichte 
in G,. Aus einem Grunde, der mit dem Zerfallen des Gebildes ¥'S6X¥ = & fiir 
m = n in zwei irreducible Teile zusammenhangt, ist es zweckmassig, im Falle 
m = n die Hilfte des Wertes in (37) als Darstellungsdichte anzusehen. Es 
werde also die Darstellungsdichte in G, definiert durch 





n(n+1)—mn 


a(S,t)=q 2 A,(S, E) (m > n); 





(38) 


(n—-1)n 


=}3q ? AS, (m = n) 


mit g = p* und hinreichend grossem a. Offenbar ist jedes a,(©, TZ) eine nicht 
negative rationale Zahl. 
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Hitrssatz 25: Es sei wederm = 2 und —S eine Quadratzahl noch m = n + 2 
und —ST eine Quadratzahl. Das tiber alle Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge 
erstreckte Product der Darstellungsdichten a,(S, E) convergiert, und sein Wert 
ist nur dann 0, wenn mindestens ein Factor 0 ist. 

BeweEls: Es sei zunichst m > n. Fiir alle p, die nicht in 2ST aufgehen, 
wird a,(S, T) nach den Hilfssaétzen 12 und 13 durch die rechte Seite von (16) 
gegeben. Dadie Producte II (1—p-), et (1 — p~*), -- - bekanntlich convergie- 


ren und ¥ 0 sind, so hat man nur noch fiir gerades m das Product [] G — ip r) 
Pp 


nm 


mit 6, = (<n¥s) und fiir gerades m — n das Product [] ( + ep * } mit 


(~1)2 ST ' ae 
ont ere zu untersuchen. Aus der Theorie der Dirichletschen L- 
Reihen folgt nun auch die Convergenz dieser Producte gegen von 0 verschiedene 


Werte, falls nicht die in Hilfssatz 25 genannten beiden Ausnahmefille vorliegen. 
Nun sei m = n. Fir die nicht in 2ST aufgehenden p ist die Darstellungs- 
dichte die Halfte der rechten Seite von (16). Dies fiihrt auf die Untersuchung 


von II =< —. Ist ST eine Quadratzahl, so sind alle Factoren des Productes 1 


ist aber S ‘ keine Quadratzahl, so gibt es Factoren, die 0 sind. 
Beriicksichtigt man noch, dass den Primfactoren p von 2ST nur endlich viele 
Factoren des Productes entsprechen, so folgt die Behauptung. 


Zweites Capitel: Der Hauptsatz fiir definite quadratische Formen 
§7. Formulierung des Hauptsatzes 


Kine symmetrische Matrix © aus R,, heisse nicht-negativ, wenn fiir alle reellen 
tstets r’'Sr = Oist. Die Determinante |G |= Sistdann 20. Verschwindet 
tS nur fiir x = n, so heisst S positiv und esist S > 0. Dann hat also r’Sr auf 
der Einheitskugel x’x = 1 ein positives Minimum yz, und aus der Homogenitat 
folgt fiir beliebige reelle x die Ungleichung 


(39) r’Sr 2 wy't. 


Ist €’SC = TF eine Darstellung in R,, und T ~ 0, so ist bei positivem © fiir 
reelles ) die Ungleichung y’Ty = (Cy)’S(Cy) = O giiltig, also auch T positiv. 
Liegen noch dazu ©, S und & in G, so ist fiir jede Spalte c von € der Wert c’Sc 
ein Diagonalelement von T. Nach (39) ist dann die Quadratsumme c’c bei 
festen S und & beschrankt. Folglich haben die Darstellungen von T durch S 
in G eine endliche Anzahl A(G, ©). Ferner sei A(S, T, B) die Anzahl der 
Darstellungen in G mit dem Teiler B und speciell A(S, T, €) = B(S, T) die der 
primitiven Darstellungen. Die Ordnung A(G, ©) der Einheitengruppe von & 
werde kiirzer mit E(G) bezeichnet. Diese Anzahlen hangen bei festem T nur von 
der Classe von © ab. 
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Ein fester Repraisentant der Classe von S werde mit (S) bezeichnet. Man 
wile aus jeder Classe des Geschlechtes von © einen solchen Reprasentanten, 
und zwar seien dies (S;), (G2), --- . Dass in jedem Geschlecht nur endlich 
viele Classen sind, folgt aus dem Hermiteschen Satze von der Endlichkeit der 
Classenzahl der ganzzahligen quadratischen Formen fester Determinante, nach 
Hilfssatz 20 haben nimlich verwandte Matrizen dieselbe Determinante. Man 
bilde nun den Ausdruck 


(40) M(G, Z) = A(Si, Z) , 
wpe L(S,) 


wo (G,) die Classenreprasentanten (G1), (G2), --- des Geschlechts von S durch- 
laufen soll; dies wird durch das Symbol (@;) v (S) unter dem Summenzeichen 
angedeutet. M(G, ET) heisst das Mass der Darstellungen von T durch das Ge- 
schlecht von GS. Eisenstein hat zuerst erkannt, dass M(©, T) fiir die Theorie 
der quadratischen Formen von Wichtigkeit ist. Fihrt man als Mass des 
Geschlechtes von S noch die Grosse 


1 


(41) M(S) = net 
(S,) v S) E(S;) 


ein, so wird man den Quotienten 


M(G, &) 
M(S) 


zweckmissig als mittlere Darstellungsanzahl von T durch das Geschlecht von 
S bezeichnen. 

Nun soll noch die Darstellungsanzahl in G,, definiert werden. Jedes sym- 
metrische T = T™ aus G,, lisst sich als ein Punkt ansehen, dessen cartesische 
n(n +1) 

2 
ein festes positives T) und eine Umgebung B von Zo, in der iiberall T noch 
positiv ist. Ist auch S positiv, so entspricht vermége der Gleichung ¥’S¥ = I 
dem n(n + 1) 5: 1) 
Gebiet B, im ¥-Raum, indem man namlich auch die Coefficienten von X als 
cartesische Coordinaten nimmt. Sind nun v(B) und v(B;) die Volumina von B 
und B,, so lasse man B auf den Punkt X» zusammenschrumpfen und definiere 
als Anzahl der Darstellungen von ZT» durch S in G,, den Grenzwert 


A.(S, &) = lim “32 , 
(S, Z) at, 0(B) 


(42) A,(3, £) = 


Coordinaten die unabhiangigen Coefficienten vonT sind. Man betrachte 





-dimensionalen Gebiete B des =-Raumes ein mn-dimensionales 





Hiurssatz 26: Es ist 


m—n—-1 


A,(S, T) = S 2 $ A,(E™, gE) : 
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Beweis: Man mache mit umkehrbaren reellen $8, Q die Substitution 
¥=PSRUOQ, YPSPHGQ, O'TO=T; 


dadurch geht die Gleichung %’SX = T in ¥{Si:X, = T, tiber. Bedeutet a die 
Functionaldeterminante der alten Variabeln X¥ in bezug auf die neuen X, und 
b die Functionaldeterminante der alten Variabeln T in bezug auf die neuen J,, 


so wird A,(S, T) = A..(G:1, T1). Eine leichte Rechnung liefert die Werte 


a= |$|"|Q\",b = |Q|"*. Wahit man nun speciell $ und Q derart, dass 
S, = €™ und FT, = E™ werden, so ist | $ |? = S, |Q |? = T und ab = 
srt 

Man kann die Grésse A,,(S, T) als wahrscheinliche Anzahl der Darstellungen 
von & durch © in G ansehen. Nach Hilfssatz 26 haben alle A,(G,, TZ) fiir 
k = 1,2, --- denselben Wert. Nach (40), (41) und (42) ist dann A, (©, T) auch 
der wahrscheinliche Wert von Ao(S, T). Endlich soll nun der Quotient 


AS, T) 
A,(S, &) 


die Dichte der Darstellungen von T in G durch das Geschlecht von S genarint 
werden. 

Der Hauptsatz liefert den Zusammenhang, der zwischen den p-adischen 
Dichten a,(S, T) und der Dichte a(S, T) besteht, namlich 

Satz 1 (Hauptsatz): Das tiber alle Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge 
erstreckte Product der a,(S, Z) ist im Fallem > n + 1 oder m = n = 1 gleich 
a(S, E), im Fallem = n + 1 oder m = n > 1 doppelt so gross. 

Dass das Product der a,(@, T) tiberhaupt convergiert, folgt aus Hilfssatz 25; 
die dort angegebenen Ausnahmefille kénnen jetzt nicht eintreten, da S und T 
positiv sind. Beriicksichtigt man die in (38) gegebene Definition von a,(S, T) 
und die Hilfssitze 13 und 15, so geht der Hauptsatz iiber in 

Satz 2: Es sei e gleich 1, wennm > n + 1 oderm = n = 1 ist, unde = 3, 
wennm =n+loderm=n> list. Esbedeute w(q) die Anzahl der Primfactoren 





(43) a(S, T) = 





von q und es durchlaufe q die Folge der Facultiten 2!, 3!, --- . Dann ist 
“" . AlS, = 
a(S, T) = mm Ae (m > n) 
(44) 
_ Ag(S, Z) 
= elim —“—ae (m =n). 
qe Qo 7 


Es ist ibrigens fiir die Richtigkeit von Satz 2 nicht nétig, dass q gerade die 
Folge 2!, 3!, -.. durchlauft; es geniigt die Annahme, in der Folge q:, gz, --- fiir 
q mége jedes Glied in allen folgenden aufgehen, ferner soll jede natiirliche Zahl 
Teiler eines Gliedes sein und ausserdem jedes Glied mit einem Primteiler p 
auch alle Primzahlen unterhalb p zu Teilern besitzen. Die Folge der Facultiten 
bildet vielleicht das einfachste Beispiel. 
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Der Beweis des Hauptsatzes besteht aus einem arithmetischen und einem 
analytischen Teil. 


§8. Arithmetischer Teil des Beweises 


In diesem Paragraphen werde m > n vorausgesetzt. Es sei C’O6€ = TF eine 
primitive Darstellung in G. Ist %o ein Complement von € und 


(6%) = th, Q= CS, G=(F Gi), T= Mew — 9520, 


so ist nach Hilfssatz 11 die Determinante | Ho | = ST”-"— und 


, fT HK = D 
(45) Up SU = 5 N Ja Go = (5. T—"$o + ee) : 


Ferner gelten fiir das allgemeine Complement &% = CF + °Ac™W mit ganzem F 
und unimodularem 8 die Gleichungen 


_ we (5 *). Q=TF+ AB, G= WH,VW. 
Durch geeignete Wahl von Y kann § zu einem vorgeschriebenen Classenrepri- 
sentanten () gemacht werden; dann heisse © reduciert. Damit ist bei 
gegebenem € eindeutig festgelegt und YW ist genau E()-deutig bestimmt. 
Man betrachte eine dieser H($) Moglichkeiten fiir Y%. Um dann § zu fixieren, 
werde der Begriff der (linksseitigen) Restclasse modulo TF eingefiihrt. Darunter 
verstehe man alle Matrizen der Form & + TF mit festem ganzen KR = KR" 
und variabelm ganzen § = §"-”. Man kann § eindeutig so bestimmen, dass 
OQ = TF + OW ein vorgeschriebener Reprisentant (QQ) seiner Restclasse 
modulo f ist; dann heisseQ reduciert. Sind  undQ beide reduciert, so heisse 
auch 1 reduciert. 

Die Anzahl aller primitiven Darstellungen von T durch © in G ist B(G, f). 
Von diesen mégen B() zu demselben ($) gehéren. Dann ist also 





B@,D) _ sv BS) 
sae BG) ~ 21 Be)’ 


wo rechts tiber alle Classen positiver ganzer 6 = $~” mit der Determinante 
ST”-"— summiert wird. Wie oben gezeigt wurde, liefert jedes © genau E($) 
reducierte U1, wihrend durch 11 = (€Y%) natiirlich € eindeutig fixiert ist. Folg- 
lich ist B() gleich dem E($)-ten Teil aller das gleiche () liefernden reducier- 
ten U. Gehéren zwei reducierte Uj, Ul. ausser zu dem gleichen () auch noch zu 
dem gleichen (Q), so folgt aus (45) die Gleichung 11; SU, = 1, Sk, also Uz, = 3th, 
wo 3 eine Einheit von S in Gist. Ist umgekehrt 11, reduciert und 3 Einheit, so 
gehéren zu Ul, und Zl, = Ue dieselben Q, §, also ist dann auch U, reduciert. 
Die Anzahl aller das gleiche () liefernden reducierten U1 ist daher EZ (G)-mal so 
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gross wie die Anzahl der wirklich vorkommenden reducierten Q oder, was das- 
selbe ist, wie die Anzahl C($, S) der reducierten Q, fiir welche die Matrix 





(4 W\g_(z ra 
(47) 6) e fee) GY = i T“ + _— 
mit S aquivalent ist. Folglich gilt 
us) B(S) _ C(G, S) 
E(S) E(D) © 


Die einzelnen Classenreprisentanten ($) lassen sich auf grund von Hilfssatz 
21 so wihlen, dass die zu den Classen desselben Geschlechtes gehérigen simtlich 
nach dem Modul (2S8)*7' congruent sind. Ersetzt man nun in (47) die Matrix 
§ durch eine verwandte und modulo (2S)*7' congruente, so entsteht wieder eine 
ganze Matrix der Determinante S, die mit S in G,, und modulo (2S)* aquivalent 
ist, also nach Hilfssatz 20 mit G verwandt ist. Summiert man nun die Glei- 
chungen (46) unter Beriicksichtigung von (48) tiber die Classenreprasentanten 
(S,), (G2), --- des Geschlechtes von G, so treten rechts mit (%) auch alle mit 
§ verwandten Classenreprisentanten ($1), (2), --- auf und fir alle diese hat 
nach dem eben Bewiesenen die Summe C(§, Si) + C(H, Se) + --- denselben 
Wert. Beriicksichtigt man noch die Definition des Masses in (41), so ist 


1 
Pom E(9x) 


und man erhalt, wenn man unter F($, S) die Anzahl der reducierten Q mit 


= M(); 


- re) )ve 
QD’ T'§ + O/T1O 
versteht, die wichtige Beziehung 


(49) > Be) - > rg, om), 


(Sk) v S) E(Sx) {9} 


wobei {$} saimtliche Geschlechtsreprasentanten von ganzen positiven $°"-” 
der Determinante ST"™-"— durchlauft. Fir einen speciellen Fall ist diese 
Formel von Eisenstein angegeben worden. 

Nunmehr soll eine zu (49) analoge Formel fiir die Anzahl der primitiven 
Darstellungen von T durch S modulo q abgeleitet werden. Dabei werde vor- 
ausgesetzt, dass die Zahl (2S7™)* in q aufgeht. Es sei ©’6€ = T (mod gq) eine 
primitive Darstellung. Entsprechend wie zu Anfang des Paragraphen sei Yo 
ein Complement von € modulo gq, also (€%o) = Uo unimodular modulo q, 


Qo = COSA, Go = TAGS — TO,T“*Qo (mod q), 
ferner | So | = ST™-" | Uo |? (mod q). 








- oe SD Z a 
CD unRie eeot ean, 
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Fiir das allgemeine Complement & ist dannQ = T§ + O.®W, H = W’H,B 
(mod q) mit ganzem § und modulo g unimodularem YW. Sind § und §; modulo 
q aiquivalent, also ©: = B’H%, 5 = ${H:8, mit ganzen B, Bi, so ist wegen 
S°T™ | q notwendigerweise $ inG, unimodular. Folglich kann man wieder durch 
geeignete Wahl eines YW die Matrix H in einen vorgeschriebenen Classenrepriisen- 
tanten ($) modulo q iiberfiihren, und zwar auf genau E,() Arten. Damit ist 
§ reduciert. Um bei festem % auch Q zu reducieren, beachte man zuniciist, 
dass wegen 7' | q die Reprasentanten verschiedener Restclassen modulo TF erst 
recht modulo g verschieden sind. Jetzt ist aber durch die Forderung 


TF +0.8 = OE) (mod q) 


die Matrix § nicht mehr eindeutig nach dem Modul g festgelegt, sondern es 
bestehen zufolge Hilfssatz 2 genau T”~-" Moglichkeiten fiir §. Zu € gehéren 
also T”-"E,() reducierte (CY) = U. 

Von allen B,(S, E) primitiven Darstellungen betrachte man wieder nur die 
B,() zu demselben ($) modulo gq fiihrenden. Es ist B,() gleich dem 
T”-"E,()-ten Teil aller das gleiche ($) modulo gq liefernden reducierten U. 
Gehért nun zu zwei solchen U, etwa UU, und Us, dasselbe (Q). so folgt aus der zu 


(45) analogen Congruenz modulo i die Formel 
US, = U;SUL (mod ‘), 


also Us = 3lli (mod q), wo 8 eine Einheit von S modulo 7 bedeutet. Es seien 


Si, --- , S, samtliche symmetrischen Matrizen modulo g, die = S (mod 3 


und modulo g mit © dquivalent sind. Ist dann ©, = 3;G 3, (mod gq) mit 
ganzem 3,, so ist wegen S? | q die Matrix 3, modulo g unimodular. Bedeutet 
q 
T 
3'S3 modulo q mit einer der Matrizen G,, --- , G. congruent, etwa mit 
©,; dann ist aber 33; = 9 eine Einheit von S (mod gq). Ist umgekehrt 9) 
eine soleche Einheit und 3 = 93, so ist auch 3/63 = ©G, (mod q). Die 
aE,(S) Matrizen 9)3., wo Y alle E,(G) Einheiten von ©& (mod q) durch- 
lauft und k die Werte 1 bis a, sind alle modulo q verschieden und bilden 


8 eine Einheit von © (moa , so ist 3 wegen S?7 | g unimodular und 


simtliche modulo qg verschiedenen Einheiten von S (moa 4) Fir die oben 


eingefiihrten Matrizen Uh, WU, gilt daher U, = 9 3,U, (mod gq). Es ist klar, 
dass alle die E,(S) Werte, die man aus U, erhalt, wenn man bei festgehaltenem 
3. fir Y alle Einheiten von S (mod gq) setzt, dieselben ($), (Q) liefern. Die 
Anzahl der dieselben (), (QQ) liefernden reducierten U ist also E,(G)-mal so 
gross wie die Anzahl der fiir dieses Paar (©), (Q) zulassigen 3, oder G. Auf 
grund der Bedeutung von ©; ist die letzte Anzahl ebenso gross wie die Anzahl 
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(m—n)(m—n+1) 


der Bestimmungen des modulo g genau T 2 -deutigen Ausdrucks T-', 
fir welche die Matrix 

£ Q e 
(50) QD! TT + Q’TAO = ©o 


mit S modulo g aquivalent ist. Fiir jede dieser Bestimmungen hat Sp modulo 
reinen und denselben Wert, der mit © nach diesem Modul Aquivalent ist. 


Wegen (2S)*7? | g ergeben dann die Hilfssiitze 13 und 15 auch die Aquivalenz 
modulo g. Es bedeute nun F,(, S) die Anzahl der reducierten Q, fiir welche 
Sp modulo , mit S aquivalent ist. Dann ist durch die vorhergehende Uber- 
legung die Formel 
( (m—n)(m—n+1) 
E(©)T $ FAS, & 
B ( = : aD, S) 
(0) = Or 





bewiesen, also auch 


B(S, I) 7p DY Sn FG. S) 


sie Ee) ~ 7 21 ES) ’ 


wobei (©) alle Classenrepriisentanten modulo g durchlauft. Da 


| Go| = ST™-*— | Uo P (mod q) 
ist und es natiirlich ein unimodulares Y-”) mit | W| = | Uo |-' (mod g) gibt, 
so kann | (©) | = ST™-"—! (mod q) vorausgesetzt werden. 


Jetzt soll bewiesen werden, dass fiir die ($) in (51) genau die {H} in (49) 
gewahlt werden kénnen und dass F,($, S) = F(H, S) ist. Ist die Matrix So 


von (50) mit S (moa 4) iquivalent, also ’SU = So (mod ‘) mit modulo g 
unimodularem U, so wird | § | T"-"+! = S | 11 |? | mod 4) und da andererseits 


T 
fiir die in (51) auftretenden ($) die Congruenz | | = ST"-"—! (mod 4) gilt, 


so folgt | U|? = 1 (moa akc). Nach den Hilfssitzen 15 und 19 kann man daher 


[UJ=41 (moa sy) voraussetzen. Setzt man dann ll = (@2), so ist wieder 


2ST” 
CSE = t (moa £), Cex =O (moa £) Sx = TD a O’/T-1Q (moa $) 
Nach Hilfssatz 24 existiert ein G, v S mit S: = S ( mod £) und ein 6; aus G mit 


G=€ (mod sh), so dass €}S,6, = Tist. Dieses G, ist in G primitiv, da C 














ve 2 Ls eri ie 


OQ. = OQ, Hi = TX; Sih, —_ TO;T'0D, = = 5 (mod xo 
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modulo q primitiv ist. Ist %, ein Complement von @ und (6%) = B in G 
eigentlich unimodular, so ist Gif: + %:YW: mit unimodularem YW, und ganzem 


2T? 
plement zu © (moa ah) und da ferner jedes solche Complement die Form 


$1 das allgemeine Complement. Wegen Gi = € (moa d i) ist M1, auch Com- 


CF + %2W mit modulo —. 5 unimodularem Y% und ganzem § besitzt, so ist die 


a 
Congruenz GF + UW = A (moa As) lésbar mit einem modulo a uni- 
modularem %. Dann ist aber 


a“ cae q 
[Ul = | (CA) | = | (GA) ] |W] =| Bl [Bl (moa 54.) 


und folglich | W| =+1 (mod si): Aus Hilfssatz 6 ergibt sich nun die 


Existenz eines eigentlich unimodularen Q, in G mit W, = BW (mo oat a) 


Ersetzt man dann ©,f:1 + 2,28: wieder durch 2%), so - Y% = A, CSM, = 
1 

2 oST™}° Da =— (Qi am 
modulo gq ganz ist, so —_ also OQ; und © in derselben Restclasse modulo T. 
Wegen (2ST™—"-1)8 5 3 7m ergeben endlich die Hilfssaitze 14 und 15 die Aquiva- 
lenz von §; und § modulo qg. Jedem der F,($, S) Werte reducierter Q, fiir 
welche bei festem § die durch (50) definierte Matrix Go (moa $) mit © aquiva- 
lent ist, ist also ein Q und ein mit modulo q aquivalentes ganzes positives $; 
der Determinante ST™-"— zugeordnet, fiir welche der zu (50) analog gebildete 
Ausdruck mit © verwandt ist. Zu verschiedenen reducierten © gehéren ferner 
verschiedene Restclassen von 2; modulo T; dagegen sind die zu verschiedenen 
© gehGérigen §; nach Hilfssatz 20 simtlich verwandt. Hiermit ist bewiesen, 
dass jedes () in (51) tatsichlich als ein {$} in (49) gewahlt werden kann und 
dass F,($, S) = F(, S) ist. Dabei liefern verschiedene (), die ja modulo q 
nicht dquivalent sind, auch verschiedene Geschlechtsreprasentanten {H}. Dass 
umgekehrt jedes {$} zugleich ein () und F(G, S) S F,(G, S) ist, folgt durch 
eine triviale Uberlegung. Da verschiedene Geschlechtsreprasentanten {} 
auf grund von Hilfssatz 20 nach dem Modul gq nicht aquivalent sind, so liefern 
verschiedene Geschlechtsreprisentanten zugleich auch verschiedene Classen- 
reprasentanten modulo q. 

Damit ist bewiesen, dass fiir die (©) in (51) ganau die simtlichen {$} in (49) 
genommen werden kénnen und dass F,($, S) = F(, S) ist. Die Formel (51) 
erhalt hierdurch die definitive Gestalt 





B(SX) _ p=) SD FG, S)_ 


(52) 





ES) 
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worin {} samtliche Geschlechtsreprasentanten von ganzen positiven $‘"-”) 
der Determinante ST"~*— durchlauft und g ein Vielfaches von (2ST™)* ist. 
Weiterhin werden vom Inhalt dieses Paragraphen nur die Formeln (49) und (52) 
benutzt werden. 


§9. Transcendenter Teil des Beweises 


Der Beweis erfolgt jetzt in 6 Schritten. 
Es ist 


(53) AS, fT) = > AS, z, %) ? 


wo % ein volles System solcher ganzen Matrizen modulo q durchlauft, welche 
nicht auseinander durch linksseitige Multiplication mit einer modulo g uni- 
modularen Matrix hervorgehen und 8’-!'T%S-' (mod g) ganz machen. Nach 
Hilfssatz 1 ist dann 8 = ¥,DBV-e (mod gq) mit modulo gq eigentlich unimodularen 
Vi und By. Sind digi, --- , dngn die Diagonalelemente von D, wobei qi, --- , dn 
nur Primfactoren von genthalten und d,, --- ,d, zu q teilerfremd ist. so bezeichne 
man mit D; die Diagonalmatrix aus den Diagonalelementen qm, --- , g, und bilde 
nach Hilfssatz 6 in G eine unimodulare Matrix 8 = ¥, (mod q). Es sei nun 
T\q. Setzt man D:B = By, so ist B)~'TBz' auch in G ganz und ausserdem 
unterscheiden sich 8 und ¥; nach dem Modul g nur um einen linksseitigen uni- 
modularen Factor. Sind andererseits 8;~'TBz! und B,~'TBz! beide in G 
gelegen und ist 8,87! nicht unimodular in G, so ist B,B;' oder B,Bz' gebrochen; 
da aber | ; | und | B: | beide in T und folglich in g aufgehen, so wird im Nenner 
eines Elementes von $,8;' oder %,8;* ein Primfactor von g vorkommen und 
$,8;* auch nicht in G, unimodular sein. Daher kann man in (53) dieselben B 
wahlen wie in 


(54) A(S, E) = > A(G, Z, B). 


Indem man nun die evidente Formel A(G, T, B) = B(S, B’"TB-) und Hilfs- 
satz 17 verwendet, erhalt man aus (53) und (54) fiir (27)* | ¢ die Beziehungen 


A(S,f) = > B(S, BTS"), 


(55) 
A(S, Z) = J |B lB SB IB~) ; 


dabei durchlauft 8” ein volles System solcher ganzen Matrizen mit positiver 
Determinante, welche nicht auseinander durch linksseitige Multiplication mit 
einer unimodularen Matrix hervorgehen und fiir welche ausserdem 8’'TS™ 
ganz ist. Dies benutze man speciell fiir m = n. In diesem Falle ist offenbar 
B(S, E) gleich E(G) oder 0, je nachdem © und TF aquivalent sind oder nicht, 
und also nach der Definition (40) die Grésse M(G, TZ) gleich der Anzahl a der 
mit 8’"T¥Y- y S. Mit Riicksicht auf (55) ist dann auch A,(G, T) = 
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1 1 EZ 
T?S *aA,(S, S); und nach Hilfssatz 26 gilt A.(S, T) = T *S?A,(S, S), 
1 1 


also nach (42) und (43) auch a(S, &) = T?S ?aa(S,S). Nimmt man nun an, 
dass der Hauptsatz im Falle S = f richtig ist, so ergibt sich jetzt aus (44) seine 
Giltigkeit fiir beliebige S, T mit m = n. 

Zweitens soll gezeigt werden, dass der Hauptsatz fiir m = 1 richtig ist. Nach 
dem eben Bewiesenen geniigt es, den Fall 6 = & = (s) zu behandeln. Es ist 

+2 t 
Ao(s, s) = 2. Ferner gilt mit sz? = ¢ die Formel / dx = / fqn aso 
baie ’ 

A,,(s, 8s) = 1/s. Da die Congruenz x? = 1 (mod p*) fiir jede Primzahl p # 2 
genau zwei Lésungen hat, fiir p = 2 und a 2 3 aber vier Lésungen, so wird 
a,(s, 8) = p’ fir p ~ 2und = 2p’ fiir p = 2, wobei p’ die héchste in s aufgehende 
Potenz von p bedeutet. Also erhalt man aus 


: A((s, s) 
II a,(s, 8) = 2s A.(e, 8) a(s, s) 
die Behauptung. 

Es werde nun angenommen, der Hauptsatz sei richtig fir G@ = T und alle 
m < m, wobei m, = 2 ist. Wenn man zeigen kann, dass er dann auch fiir 
m = m,n < mund ausserdem fiir S = T, m = my, richtig ist, so ist er allgemein 
bewiesen. Zuniichst seim = m,n < m,alsol S m—n< m,._ Es werde (44) 
angewendet auf , H statt S, T fiir alle in (49) auftretenden 5 = H"-”. Dies 
liefert 





iv) age ai E,(§) 
(56) M(S) = A)(, §) = ey 9) ~ pot er 


mit ém_n = 1 firm — n = lund em_, = 1/2 firm —n>1. Nach Hilfssatz 
26 ist 








n—m—1 
(57) A.(Q, ) = Ym—n | D | . 
WO Ym—n hur von m — nabhingt. Beriicksichtigt man noch | | = ST™~**, 
so geht (49) vermége (56) und (57) iiber in 
> B(S,, Tt) 
a/c, E(G) 
(Sz) v (S) k 
(58) 1 m—n+1 (m—n+1)(m—n—-1) (a) (m—n)(m—n—1) F( S) 
a fe LT 2 lim 2° 2 ee 
Em-—nY m—n qe . {9} E,(9) 


Hierbei ist nun aber die rechts auftretende Summe nach (52) nicht anders als 


_(m—n)(m—n—-1) 


T 2 B,(S, &)/E,(S). Man benutze jetzt (55) und wende (58) an fiir 
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¥’TH- statt T mit allen B aus (55). Dann folgt durch Addition iiber alle 
% nach (40) die Relation 





S 2 T 2 lim 


— E(S) ° 








m—nt+1l m—-n—-1 (m—n)(m—n—1) = 
(50) M(G,Z) = — gute) SE) ACG, Z) 
Em—nYm—n 
Setzt man noch A,(€™, gE) = Yun; also Ym = Ymm, SO hat wegen Hilfssatz 
26 und der Formel 
m+1 


1 
M(S)A.G, S) ym M(S) 


die linke Seite von (59) den Wert 


a(S, S) = 





m—n+1 m—n-1 








= ies ea 
M(é 4 ~ Ymn 
(60) (S, ZX) = a(S, TE) yaa, 6) 
ES) 
Nach Hilfssatz 25 ist ferner der Grenzwert lim was mint) vorhanden und = 0. 
q-70 q 
Schreibt man zur Abkiirzung 
1 Pa a a 

61 — a(S, S) lim ——-~—— _ = oS), 
( ) re a(S essed ES) p ) 


so geht (59) vermége (60) iiber in 
Em Y¥mp(S) lim AS, t) 


n(n+1)° 
Em—n Ym—n Ymn 27? _ mn—-—>— 





a(S,T) = 


Da nun €m/ém-n = 4 fir m — n = 1, = 1 fiir m — n > 1 ist, so hat man 
nach (44) zum definitiven Beweis des Hauptsatzes nur noch die beiden Gleich- 
UNZEN Ym = Ym—nV¥mn und p(S) = 1 abzuleiten. 

Es sei 3 = 3™ und 3’S63 = BW. Man betrachte ein Gebiet B im Raume 
der positiven Y& und das entsprechende Gebiet B,; im 3-Raum. Das Volumen 
»(B;) von B, ist das tiber B, erstreckte m?-fache Integral I des Volumenelementes 
im 3-Raum. Man setze nun 3 = (¥9) mit ¥ = X¥™” und n < m, X%’'SX = —, 
YS) =O, Y'SY = F, also W = ( ay. Macht man dann die Substitution 
Y) = YU + XF, wo Y, einen speciellen Wert von 9) bedeutet, und setzt noch 
SY, = 1, Y: SY, = $1, 8 —O’T"Q = §, Fi — O;T7Q1 = §1, so gelten 
nach Hilfssatz 11 die GleichungenQ =O,U + TF, H = WH. InI fiihre man 
zunaichst statt 3 die Integrationsvariabeln %, Ul, § ein. Die Functionaldeter- 
minante dieser Transformation ist | (J) |"-". Dann fihre man O statt § ein, 
vermége § = T—-(Q — O,U) mit der Functionaldeterminante | I |""". Da 


} 
nun nach Hilfssatz 11 die Determinante | (¥J1) | = ( = ) ist, so wird also I 
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ein m?-faches Integral mit dem Integranden ( _ ye 2 und den Integrations- 


variablen ¥,U,Q. Wegen ¥’SX¥ = T und U’H,U = H wird dann I ein oe 1) 
faches Integral iiber T, , OQ mit dem Integranden 


| Di | ye ; 
A,(S, D)A - 
(Job) 4.6, 04.6: 9). 
Macht man endlich noch die Transformation § = $8 — Q’T-'Q mit der Func- 
tionaldeterminante 1, so sind die Variabeln T, $, OQ gerade die Elemente von Q, 
und die Integration ist also tiber B auszufiihren. Andererseits ist I das tiber B 
erstreckte Integral mit dem er A,,(S, W). Daher gilt 


~ _f |&| > 


Nimmt man speciell © = @ = E™, T = EM, HG = H = E*™, 50 folgt 
Yn = YmnY¥m—n- 
Damit ist bewiesen, dass 








(62) al, Z) = eo(S) lim AKSF) (m > n) 


—oO 
s —_ 


ist, und es bleibt zum Beweise des Hauptsatzes nur noch zu zeigen, dass hierbei 
die durch (61) erklarte Zahl p(S) den constanten Wert 1 hat. Da jedenfalls p(S) 
nicht von T abhangt, so kann man sich fiir die Bestimmung von p(G) der Gauss- 
Dirichletschen Methode der Mittelwertbildung bedienen, und zwar geniigt dafiir 
der Fall n = 1, also T = (¢). Aus der Definition des bestimmten Integrals folgt 
mit Riicksicht auf die Bedeutung von a(G, ¢) die Beziehung 


T 
lim T— > a(G, t) = 1. 
T—0 t=1 
Zum Nachweis von p(S) = 1 hat man also nur den Mittelwert der Gréssen 
lim ¢g-"A,(G, t)(¢ = 1, --- , T) fir T — © zu untersuchen und zu zeigen, 


q-0 
dass er im Falle m = 2 gegen 2 convergiert, im Falle m > 2 gegen 1. Nun 
ist ja lim g"A,(G, t) = I a,(S, t), wo p alle Primzahlen in natiirlicher Reihen- 


qe 


folge durchlauft, und die Zahlen a,(©, t) werden fiir alle nicht in 2S aufgehenden 
p auf grund von Hilfssatz 16 durch die rechte Seite von (29) gegeben. Da aber 
a,(S, t) fiir die endlich vielen Primteiler p von 2S im allgemeinen einen recht 
complicierten Ausdruck hat, der im vorhergehenden deswegen auch gar nicht 
berechnet worden ist, so ist eine Modification der Mittelwertbildung ratsam, 
wie sie von Dirichlet und Minkowski benutzt wurde. Es sei namlich 7 eine 
durch © darstellbare natiirliche Zahl und Q eine durch 87S teilbare natiirliche 
Zahl. Ist dann t = 7 (mod Q), so gilt nach Hilfssatz 13 fiir alle in Q aufgehenden 


i a ee 
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p die Gleichung a(S, t) = a(S, 7). Es seien 1, --- , %. mit a = AQ(G, r) 
simtliche modulo Q verschiedenen Lésungen von r’Sr = +r (mod Q). Setzt 
man dann r = yr + Q» und lasst y alle ganzen Spalten durchlaufen, k alle Zahlen 
von 1 bis a, so liefert r’Sx saimtliche Darstellungen von Zahlen t, die = r (mod 
Q) sind. Aus der Definition des bestimmten Integrals folgt dann aber 


(63) limT 9), aS, t) =aQ" = Q> II a,(S, r). 


T720 T=t=r(modQ 


Bezeichnet man mit B(©, ¢t) das enened II a(S, t), wo p alle zu Q teiler- 


P.Q)=1 
fremden Primzahlen in natiirlicher Reihenfolge durchlauft, so ist 


(64) II a(S, t) = AS, t) II a(S, T) 


fir alle = 7 (mod Q). Da nun 7+ durch © darstellbar ist, so sind die Zahlen 
a,(S, r) fiir alle p von 0 verschieden. Nach (62), (63) und (64) hat man also 
nur noch zu zeigen, dass die iiber alle der Restclasse + (mod Q) zugehérigen 
natiirlichen ¢ < T erstreckte Summe der 8(G, t) im Falle m = 2 asymptotisch 
gleich 2Q-*7 und im Falle m > 2 asymptotisch gleich QT ist. 

Fiir gerades m = 2h setze man (—1)*S = s. Nach Hilfssatz 16 ist dann 


(65) a(S,t)= |] (1 - (:) py) a (3) a, 


(p,Q)=1 d\t 
(d,Q)=1 


wo t = 7 (mod Q) ist und d die zu Q teilerfremden Teiler von ¢ durchlauft. 
Setzt man noch 


(66) p> () di = f(t), 
a| 


(d,¢@)=1 


so handelt es sich um die Abschatzung des Mittelwertes der f(t). Bei gege- 
benem zu Q teilerfremden d erfiillen diejenigen Vielfachen ¢ von d, die = r 
(mod Q) sind, genau eine Restclasse modulo Qd. Betrachtet man bei festem d 
von diesen ¢ nur die unterhalb T liegenden, so unterscheidet sich ihre Anzahl 
von 7'/dQ héchstens um 1. Folglich ist 
T 
<>) a. 


T T 
= 8 

so- 7 > (Se 
t=r7(mod Q) (d, Q)=1 


Aus der Theorie der L-Reihen folgt die Productzerlegung 


» SQ 6-@ry. 


d=1 
(d,Q)=1 


(67) 
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und zwar auch fiir h = 1, da dann s keine Quadratzahlist. Fiirh = 2 hat ferner 
die rechte Seite von (67) héchstens die Gréssenordnung log T. Es gilt zufolge 
(65), (66), (67) und (68) also die behauptete Beziehung 


T 


limT >> pG,t)=Q? 


To t=1 
t=r(mod Q) 


fir m = 2h undh = 2. Um auch den Fall h = 1 zu erledigen, benutze man 
den bekannten Kunstgriff, welchen zuerst Dirichlet fiir das Teilerproblem 
nutzbar gemacht hat. Die Anzahl der Vielfachen der = t = + (mod Q) vond 


mit d < c und? S T unterscheidet sich fiir d? =< T7~! héchstens um 1 von der 
Zahl 0 — a und dasselbe gilt, wenn die Bedingung d S c durch d < c ersetzt 


wird. Firh = 1 ist daher 


y 0-§ F Oe-§ DO 

















(69) lea las (g,a-1 (nee 
2r s — 
<5| (:)a +2VT +1, 
asv Tro 
(d,Q)=1 
wobei beriicksichtigt wurde, dass auf grund des quadratischen Reciprocitits- 
gesetzes (+) = (4) = 1 ist. Nach dem Reciprocitatsgesetz ist ferner 
T 


sq? 


2 
2 (2) = 0, und daraus folgt vermége partieller Summation, dass die rechte 
d=1 


Seite von (69) nur die Gréssenordnung 7’? hat. Nach (65), (66), (68) und 
(69) gilt dann aber 


T 


limT* >) @(S,t) = 2Q7 


T0 $=] 
t=7(mod Q) 
fiir m = 2, wie oben behauptet worden war. 

Fir ungerades m = 2h + 1 setze man(—1)"S = s. Ist peine nicht in 2S auf- 
gehende Primzahl und p’ die héchste in t = p’t, aufgehende Potenz von p, 80 
gelten mit r = p?-” nach Hilfssatz 16 die Gleichungen 





3} 
a,(S,t) = (1 — p—m)(4 trtr4...4r 2. (1 ungerade), 
l 
1 
(70) =(1—p'™) lorpr4..-4 72° 4 Ponte 
; St; — 
Pp 
(1 gerade) . 
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Will man das oben bei geradem m verwendete Verfahren der Mittelwertbestim- 
mung benutzen, so stésst man auf erhebliche Schwierigkeiten, weil das Legen- 
dresche Symbol (*) von tabhingt. Man kommt leichter zum Ziel, wenn man 
eine von Minkowski an dieser Stelle eingefiihrte Idee verwendet. Ist zuniichst 
m > 3, so folgt aus (70) die in bezug auf ¢ gleichmissige Convergenz des Pro- 
ductes aller a,(S, t). Nimmt man nun in Q geniigend viele Primfactoren auf, so 
unterscheidet sich nach (64) die Zahl 8(G, ¢) fiir alle ¢ = r (mod Q) um beliebig 
wenig von 1. Dies gilt dann auch fiir die Folge der Mittelwerte der 6(S, ¢) und 
6) ist, so 
wird p(S) = 1. Im Falle m = 3 lasst sich diese Schlussweise auch durchfiihren, 
erfordert aber wegen der ungleichmiassigen Convergenz des Productes der 
a,(S, t) miihsame Abschétzungen. In diesem Falle schliesst man nach Min- 
kowski einfacher in der folgenden Weise. Aus der Definition (61) von p(S) 
folgt leicht fiir jedes natiirliche c die Formel p(cS) = p(S). Dies verwende 
man speciell firc = S. Da|SO@| = S"*! = St ist, so lehrt (70), dass (SG, ¢) 
nicht von S abhangt und folglich p(S) nur von der Restclasse von r modulo Q. 
Wie aus Hilfssatz 23 folgt, lasst sich durch jede indefinite quadratische Form von 
mindestens 5 Variabeln die Zahl 0 nicht-trivial darstellen. Hieraus entnimmt 
man, dass es zu zwei beliebigen ternaren definiten ©; und ©, stets ein durch beide 
darstellbares + gibt. Also ist p(S®) = p(E™). Wegen A(E®, 1) = 6 und 
A,(E, 1) = 2m folgt, da die Classenanzahl der positiven terniren quadrati- 
schen Formen von der Determinante 1 gleich 1 ist, dass a(€®, 1) = 3/r ist. 
Ferner ist As(E, 1) = 96, also ao(E™, 1) = 3/2, und nach (70) wird 


den Grenzwert dieser Folge. Da der Grenzwert aber andererseits 


Jain 





3 1b 


2 ’ 


4 


pF2 oes 


[oven =] a 
Grd 


o| 


so dass (62) die Gleichung p(€’) = 1 liefert. 

Damit ist der Hauptsatz vollstindig bewiesen. Es ist bemerkenswert, dass 
die Fille m = 2 und m = 3 die meiste Schwierigkeit machten. Dies ist ein 
Gegenstiick zu der bekannten Tatsache, dass der Kern des wichtigen Hilfs- 
satzes 22 in dem Legendreschen Satz iiber die Lésbarkeit von az? + by + cz? = 0 
enthalten ist. Man kann den Fall m = 3 auch noch auf eine andere Art be- 
handeln, bei der die Reductionstheorie der quadratischen Formen nicht explicit 
benétigt wird. Dies ist fiir die Verallgemeinerung der Theorie auf algebraische 
Zahlkérper von Wichtigkeit und wird im dritten Teile der vorliegenden Abhand- 
lung durchgefiihrt werden. 


§10. Beispiele 


1) Wendet man den Hauptsatz auf den speciellen Fall G = TF an, so erhiilt 
man eine Formel fiir das Mass M(G) des Geschlechtes von ©, namlich 
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1 


We 73 54 (S, S) I] a(S, S) (m > 1). 


Nach Hilfssatz 26 ist 


n m—n—-l 


A,(S, E) = YmnS ?T ? 


Ferner wurde in §9 fiir yn = Ymm die Recursionsformel y= Ym—n’Ymn bewiesen. 


Nach Definition von ym: hat aber des Volumen von xj + --- + 22 < tden Wert 
2 ™ a * 
jeimaniiaa le =m fou U2 * du, 
m 0 
Ti — 1 
G ¥ ) 
woraus 
BS 








a afa) 268) 


n( atamenth) 


7 EEG) 


folgt. Dies liefert 


om eye ENG aan 


mimerd) 
Ta AS, S) 


Pp 











Die von Minkowski gefundene Formel fiir M(G) unterscheidet sich von (72) 
durch eine im allgemeinen unrichtige Potenz von 2 auf der rechten Seite. 
Es sei insbesondere m = 5, © = €® Nach Hilfssatz 18 ist dann 
a(S, S) = (1 — p*)(1 — p) (p # 2), 


und eine elementare Rechnung nach dem Vorbild des Beweises von Hilfssatz 
12 ergibt noch ao(S, S) = 15/8. Ferner ist 


4 16 
3 15 

1 — p*)\(1 — gp) = 2 oe 768 2 
IIc oR mE eee 


():Q)-1(eF ade 
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Folglich erhalt man aus (72) fir das Mass M(€®) den Wert 1/3840. Da nun 
M(G) als die iiber alle Classenreprasentanten des Geschlechts erstreckte Summe 


WS + ... definiert ist, und die Anzahl E(€) der ganzzahligen Transforma- 
tioen von 2? + --- + 2§ in sich selbst offenbar 5!25 = 3840 ist, so enthalt 


das Geschlecht von © nur eine Classe. 
2) Esseim = 5,6 = €,n=1,T=(¢). Esist dann 
5 

r2 


A,(S, t) =—r~! 
“(@) 
2 
AS, T) = A(E, t). 
Fir quadratfreies ¢ liefert (70) die Formel 


be | ce 


1 — p* 


t 
D Pp 
und fiir ungerades ¢ erhaélt man durch eine einfache Rechnung, dass a2(S, ¢) 


gleich 5/8, 7/8 oder 5/4 ist, je nachdem t = 1 (mod 8), ¢ = 5 (mod 8) oder 
t = 3 (mod 4) ist. Der Hauptsatz ergibt 


a(S, t) = (p ¥ 2), 


3 — n-~- 
A(E,t) = are an(E®, oll ah . 
(5) P 


also ist die Anzahl der Zerlegungen von ¢ in 5 Quadrate 


A(E,t) = 80x21? p> (4) u-? 


fiir quadratfreies £ = 1 (mod 8), wobei w alle ungeraden natiirlichen Zahlen 

durchliuft. Fir ¢ = 5 (mod 8) oder ¢ = 3 (mod 4) ist in dieser Formel der 

Factor 80 durch 112 oder 160 zu ersetzen. 
3) Esseim = 5,6 = €9,n=2,T = ({ ? 


9 


12 


A,(S, tT) = ———_—x # 
OH 
2 2 
AS, =) = A(E, T). 
Ist p' die héchste in ¢ aufgehende Potenz von p, so erhalt man 


a,(S,T) = (l— p“*)\(1+pt+--- +774 (p # 2), 


) mit ungeradem ¢. Es wird 











: 
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und ferner wird a.(@, T) = hep Der Hauptsatz ergibt 


A(E, T) = = = 80 d. 

y= fee os Shes = 80D 
Fiir ungerades ¢ ist also die Anzahl der Darstellungen von y{ + ty? durch 
xz? +... + 2% das Achtzigfache der Teilersumme von ¢. 


4) Es sei m = 8, S© = €®. Wie im ersten Beispiel kann man feststellen, 
dass im Geschlecht von €® nur eine Classe liegt. Fiirn = 1, T = (¢) wird dann 


A.(S, 2) = Fat 


ApS, T) = A(E®, zt). 


Bedeutet wieder p! die héchste in ¢ aufgehende Potenz von p, so gilt 


a(S, T) = (l— p“*)(1+p%*+p*+--- +p (p # 2) 
= |1+42%4 24... 427% — 2.2-3'| = (p = 2), 


also nach dem Hauptsatze 


4 
AE.) = FF ay | a+ 2 Div), 


wobei d alle Teiler von ¢ durchlauft und v nur die Teiler mit ungeradem t/v. Die 
Anzahl der Zerlegungen von ¢ in 8 Quadrate ist demnach sechzehnmal so gross 
wie der Unterschied zwischen der Summe der Teilercuben von ¢ und dem Dop- 
pelten der Summe der ungeraden Teilercuben. 

5) Esseim = 9,6 = €,n =1,T = (1). Man erhalt 





lwo 





A.(S,Z) = 4. 
“(3) 

2 
a(S, EZ) = 1+ p* (p # 2) 

137 
sic see = 2), 
128 (P 

also nach dem Hauptsatze 
AG, T) — 36,4, 137 16K(4) _ 274 


708” 128 17¢(8) 17° 


Andererseits ist die Anzahl der Zerlegungen von 1 in 9 Quadrate gleich 
18 # 274/17. Folglich ist die Classenzahl] des Geschlechtes von ©® grosser 
als 1 
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Drittes Capitel: Quadratische Formen und Modulfunctionen 
§11. Eisensteinsche Reihen 


Es sei S ganz. Fiir jeden reducierten Bruch r mit dem Nenner b > 0 werde 
die verallgemeinerte Gausssche Summe G(G, r) durch die Gleichung 


a(S, r) ne 2 2? irt’"St 
r(mod 6b) 
definiert; dabei durchlaufen alle Elemente der Spalte r ein vollstindiges Rest- 
system nach dem Modul 6. 
HitrssatTz 27: Es sei 6 = S™ und|G| = S > 0. Dann ist der absolute 
Betrag 


m 1 
| G(S, r)| < (2b)? S?. 
BewEts: Es ist 


|G(S,r) 2? = G(S,r)G(S, -—r) = DO ec? *ir(F'Sr-v'ew) 
iw f r, »(mod b) 
- = bs e2 ti rlaSat2a'Sy) 
»y, 3 (mod b) 


Der Ausdruck 


a) 
yay) 
y (med b) 


ettirs'Sy 


ist nur dann von 0 verschieden und zwar gleich b”, wenn 2b-'S3 ganzist. Nach 
Hilfssatz 2 gibt es héchstens 2”S solcher 3 modulo b. Aus (73) folgt 


| GG, r) ? S 2"Sb" 


und damit die Behauptung. 
Vermége der G(G, r) lasst sich nun das im Hauptsatz auftretende unendliche 
Product [] a(S, X) im Falle n = 1 durch eine unendliche Reihe ausdriicken. 


Pp 
Es gilt nimlich 
Hitrssatz 28: Es sei m = 5 und es durchlaufe r in irgend einer Reihenfolge 


ein volles System modulo 1 incongruenter rationaler Zahlen, also etwa alle echten 
Briiche. Dann ist 





~ GS, r) —2rir 
(74) [] «(60 = Dd) Speer, 
p r(mod 1) 
wo b den Nenner von r bedeutet. 
Brewets: Durchlauft g die Folge 2!, 3!, --- , so ist 


I] a(S, t) = lim g*"A,(G, t). 
Pp 


qe 
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Andererseits gilt 


q 


gAdS,t) = >) 


h=1 (mod q) 


oni i(e'Sr—t) 
e a 


, ™m 
= q —2rirt Qrirr'Se 
= b e e 
r(mod 1) r(mod 5) 


worin r alle modulo 1 verschiedenen Briiche durchlauft, deren wahrer Nenner b 
in g aufgeht. Daraus folgt 
(75) Ile<S,t) =lim >> b-"G(G,r) eet. 
P q—0 qg-1|r(mod 1) 

Da die Anzahl der r mit festem Nenner b héchstens 6 ist, so ist nach Hilfssatz 27 
die Summe auf der rechten Seite von (74) fiir m > 4 absolut convergent, und 
aus (75) folgt jetzt (74). 

Um die functionentheoretische Bedeutung des Hauptsatzes zu erkennen, 
benétigt man noch den auf Lipschitz zuriickgehenden 

Hiurssatz 29: Fiir p > 1, R(x) > 0 tst 


C) +00 
(76) >, ke-te-*= = T(p) D> (x + 2ril)-°. 
k=1 1=—o 
Bewets: Formale Anwendung der Poissonschen Summenformel auf die linke 
+00 
Seite von (76) liefert dafiir die Reihe >> a, mit 
| =—<co 


1 © " 
a, = pe (k + y)e-! e~(etu)z e72rily dy 
0 k=0 


= i yet e-Gtrilu dy = T(p)(x + nil)’, 
0 
also die rechte Seite von (76). Da diese offenbar absolut convergiert, so stellt 
sie nach einem allgemeinen Satze iiber Fouriersche Reihen die linke Seite von 
(76) dar. 

Ks sollen nun die erzeugenden Functionen der A(G, t) und Ao(G, ¢) definiert 
werden. Bedeutet + eine complexe Variable mit positivem imaginaren Teil, 
so sei 


(77) f(r) = f(G, 7) = Deer, 


wo die Elemente der Spalte r alle ganzen Zahlen durchlaufen. Es ist wohl- 
bekannt, dass fiir jedes positive S der Thetanullwert f(S, r) in der oberen Halb- 
ebene 3(7) > 0 regular ist. Offenbar gilt 


f(S,7r) =1+4 > A(G, t) er". 


t=1 
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Setzt man noch 


I(S ’ r) 
(78) F(r) = F(G,7) = Pics wy Ke} 


wo (©:) die Reprisentanten aller Classen des Geschlechtes von © durchlauft, 
so wird 
F(S,1) = 1+ 2) AG, t) eve 
t=1 


die erzeugende Function der mittleren Darstellungsanzahlen Ao(S, t). 
Nach dem Hauptsatze ist 


2 
r2S 


(79) AMS, t) = 0) ff IT a,(G, t) (m > 2). 


ya. & 


Nach Hilfssatz 28 wird daher 


a 


Ss” 2 


r(% 1(”) p> 1) 


Hilfssatz 29 mit p = 5 , x = mi(2r — 7) liefert 


P(r) =14" b™G(S,r) >) Bert (m> 4), 


Fir) =14+28 2 YS b"G(G,r) DO (1 —2r — 21) 2, 
r (mod 1) 1=—0o 





wo i? die Zahle 4 bedeutet. Da nun aber r + I genau alle rationalen Zahlen 
durchlauft, so erhalt man 


™m 1 a(e, $) _™ 
(80) F(r) = 14 428°? >) ~—S (br — 20)" ?; 
a/b be 
dabei durchlauft a/b alle rationalen Zahlen mit (a,b) = 1,b > 0. Diese wich- 
tige Relation lasst sich noch etwas einfacher formulieren, wenn man die Bezeich- 
nung ein wenig verandert. Ist namlich von den teilerfremden Zahlen a, b die 
zweite gerade, so setze man b = 28 und erhalt 


a > 25) > 2G >> ee 
a(¢, *) =e e's Sr _ Pai e7 7h Sa . 
(mod 2 8) t(mod 6) a(mod 2) 





also 


ri cy'Sr 


a mm” 
(81) (6, *) = 2 we e & ? 
t(mod £) 








i ee & 
Sun 
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a 

’ *) = 0, falls es ein unge- 
rades 63'63 gibt. Der letzte Fall liegt genau dann vor, wenn 6 ungerade ist und 
r’Sr ungerade Zahlen darstellt, also die Diagonalelemente von © nicht simtlich 
gerade sind; derartige S mégen kurz ungerade heissen, die itibrigen gerade. 
Man definiere nun 


oe ie 
oy afai) (et ee 


tr(m_ bd) 


falls 83'S3 fiir alle ganzen 3 gerade ist, dagegen a(e 


mit (a, b) = 1, b > 0 und geradem ab im Falle eines ungeraden S. Aus (80) 
und (81) folgt 

Satz 3: Durchlaufen bei geradem S die Zahlen a, b alle teilerfremden Paare 
mit b > 0, bei ungeradem © alle teilerfremden Paare mit geradem ab und b > 0, 
so ist 


(83) F(S,r) =1+ >) ale, “Vib. —a)? (m > 4). 
a,b 


Aus dieser analytischen Identitat folgt auf grund der Hilfssaitze 28 und 29 
auch wieder umgekehrt der Hauptsatz. Man kann die zu Satz 3 fiihrende 
Umformung auch benutzen, um den in §9 gegebenen transcendenten Teil des 
Beweises des Hauptsatzes zu modificieren, nimlich den Nachweis von p(©) = 1. 
Zu diesem Zwecke verwendet man an stelle von (79) die Formel (62) und erhalt 
statt (83) die Beziehung 


(84) F(r) = 1 + p(S) 2 ae, 2) br wo ot (m > 4). 


Setzt man dann 7 = zz und lisst x durch positive Werte gegen 0 convergieren, 
so folgt aus der Transformationstheorie der Thetafunctionen die asymptotische 


wats. wlth 
Gleichung f(S, r) ~ S ?x 2 und daher nach (78) auch 


1 m™ 
(85) F(r) ~ S 2x 2, 


Andererseits erkennt man unter Verwendung von Hilfssatz 27, dass fiir x — 0 
das Glied mit a = 0, b = 1 auf der rechten Seite von (84) starker © wird als 
alle anderen Glieder zusammen, und jenes Glied hat nach (82) gerade den Wert 


1 m 


e(S)S 2x 2. In Verbindung mit (85) erhalt man dann p(S) = 1. Leider 
versagt dieser einleuchtende Beweis fiir die niedrigsten Werte von m wegen der 
Convergenzschwierigkeiten. Im Falle m = 4 kann man noch durch geeignete 
Anordnung der Reihenglieder diese Schwierigkeiten beheben; in den Fillen 
m = 2und m = 3 lasst sich dagegen die miihsame Einzeluntersuchung, wie sie 
in §9 ausgefiihrt wurde, wohl kaum vermeiden. 

Die Function f(S, 7) andert sich nicht, wenn r’Sr durch eine dquivalente 
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quadratische Form ersetzt wird, sie ist also eine Classeninvariante. Die Func- 
tion F(G, r) ist daher eine Geschlechtsinvariante. Andererseits sind die Gauss- 


schen Summen G(G, r) und damit auch die Ausdriicke H (2) ebenfalls Ge- 


schlechtsinvarianten; sie sind sogar, wie aus den Untersuchungen Minkowskis 
hervorgeht, ein vollstindiges System solcher Invarianten. Satz 3 zeigt nun, 
in welch einfachem Zusammenhang diese arithmetischen Invarianten mit der 
analytischen Geschlechtsinvariante F(S, r) stehen. 

Um den eigentlichen analytischen Inhalt des Satzes 3 klarzulegen, ist zunichst 
das Verhalten der Classeninvariante f(S, r) bei Ausiibung einer Modulsubstitu- 
tion auf 7 zu untersuchen. Ks gilt 

Hitrssatz 30: Es set h eine natiirliche Zahl, fiir welche hS—' ganz und gerade 
ist, also z.B. die Zahlh = 2S. Es sei +t “eine Modulsubstitution der Congruenz- 
untergruppe h-ter Stufe, also a, b, c, d ganz, ad — be = 1 und 


(° 7 = ({ 4 (mod h). 


Dann gilt fir c ~ 0 die Formel 








ar +b re a ; “) 
86) (2+?) = imn(S,2)1eF (+ +2) se, 
— ar+b\ _ 
und fiir c = O ist (2 + ‘) = f(r). 
Brewers: Man wende das von Hermite in der Transformationstheorie der 
Thetafunctionen benutzte Verfahren an. Setzt man 7; = r2 + “, n= — = 
3 





d P ar +b ’ 
73 = 7+ -,soist 7 = = , und es wird 
c cr+d 
a a? ~ 
wirot’Sr+ri —r’Sr wi—r,Sr wriro(r,t+cr)’S(r,+cr) 
f(n) = Do e"*"? co = ae eatin 25 illaaie —e. 
t t, (mod ¢) t 


Nun ist aber 





wito(lyt+er)’S(r,y+cr) T 2 : rir orp 2 tty: 
3 a % 3 1 
De aril : =\|7 S 2 + é ¢ 


t 1 r 
und demnach 


m 
2risr 


= ae Soe au 
(87) fin) = (")'s3 i De erirrerls b> erick tS" ites Sh 
1 


r T (mod c) 








Pe Kil 2 
hs aa Pt pS: A 
. oe ss 


Sa 


om pnw imine = ABB. 


Ce ene. 
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Da bG- und cS ganz und gerade sind, so gilt 
d 1 / ’ ~— , _ 
(88) 5 vSrt Het = 154 = = (t, + dS“z)’S(t, + dS"z) (mod 1) 


und, wenn 4; durch 1; + c@~y ersetzt wird, 


er! < (4 ytaS11)’S(r p+ aS—12) 


(mod c) 


(89) 


grt HtaS Ol 1 +dS1y +2 xi aaventy 


t, (mod c) 


Die Summe auf der linken Seite von (89) ist also stets 0, wenn nicht ady’S— 
fiir alle ganzen y ganz ist. Wegen ad = 1 (mod A) ist ady’S~"x nur dann fir 
alle ganzen y ganz, wenn © ‘ry selbst ganz ist, also r = ©3 mit ganzem 3; in diesem 
Falle wird die linke Seite von (89) der von r unabhangige Wert 


oe # = 1 
i— t,Sr Ci\2 qa a 
on Sm, (‘<!Pstu(e, “). 
t,(mod c) $ € 


Aus (87), (88) und (89) folgt jetzt die Behauptung. 
Hiurssatz 31: Die vierte Potenz der Classeninvariante f(©, 7) ist eine zur 
Congruenzuntergruppe h-ter Stufe gehérige Modulform der Ordnung 2 m. 








Bewets: Ist 7; = = = - eine beliebige Modulsubstitution, so erhalt man 
analog zu (87) die Gleichung 
f(n) = 
™ r+c\ , Sine ere eee 
5 Ss a t b> Pad Fults t+— Fytrit ky nh 


t (mod 2 c) 





woraus zundchst hervorgeht, dass (= + ‘) im unendlich fernen Punkte des 
T 


Fundamentalbereichs der Modulgruppe das fiir Modulformen notwendige 
analytische Verhalten zeigt. 

Es sei c eine durch h teilbare natiirliche Zahl. Man wende Hilfssatz 30 an 
mit a = 1,b = 0, d = 1, ersetze 7 durch — 1/7 und benutze (90). Léasst man 
dann 7 im Fundamentalbereich © werden, so folgt 


(91) H(e, ‘) = im, 


Da nun die Zahlen 


l 
zri-— y’Sr 
é . = Bi, 


t(mod ec) 
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die fiir verschiedene / eines modulo 2c reducierten Restsystems entstehen, con- 
jugierte Zahlen des K6rpers der (2c)-ten Einheitswurzeln sind, und andererseits 


mi il 
nach (82) und (91) die Zahl 8, den Wert (ci)?,S? besitzt, so ist 8} = 84 und nach 


(82) auch 
H* (<, 2) = 1. 
c 
ar +6 


Nach Hilfssatz 30 ist daher fiir jede Substitution 7, = Se ae der Congru- 
‘ T 





enzuntergruppe h-ter Stufe 
f(71) = (er + d)*f(r), 


womit alles bewiesen ist. 
Auf grund von Hilfssatz 31 ist f(©, r) eine algebraische Function von g, = 
60 >.’ (ar + b)-* und g, = 140 >’ (ar + b)-, wo a, b alle von 0, 0 verschie- 
a,b a,b 


denen Paare ganzer Zahlen durchlaufen. Fiir jedes einzelne S kann man die 
zwischen f(S, 7), ge, g; bestehende algebraische Gleichung nach den iiblichen 
Methoden aus der Theorie der Modulfunctionen unter Benutzung von (90) 
explicit bestimmen. Es diirfte aber wohl im allgemeinen der Zusammenhang 
zwischen den 3 Funktionen von complicierter Natur sein. Das Verhalten von 
f(S, r) in den parabolischen Ecken des Fundamentalbereichs der Congru- 
enzuntergruppe h-ter Stufe ergibt sich aus (90); fiir r — © gilt naimlich 


+2)’ 
ar+b : :) + ri < 11S _ 
(92) s(2+*) _ ( hi S >) e 1—+(@. 


ti(mod 2 c) 





Da die in (92) auftretende Summe sich nicht andert, wenn r’Sr durch eine 
verwandte quadratische Form ersetzt wird, so verschwindet also die Differenz 
f(Gi, r) — f(Se, r) in allen parabolischen Ecken des Fundamentalbereichs, falls 
©, und S, demselben Geschlecht angehéren. Aus diesem Grunde erscheint es 
schwierig, zwei zu verschiedenen Classen desselben Geschlechts gehérige Classen- 
invarianten f(S, r) und f(Ge, 7) durch functionentheoretische Eigenschaften 
voneinander zu trennen; dies scheint aber unerlisslich zu sein, wenn man den 
algebraischen Zusammenhang zwischen f, go, gs allgemein auffinden will. Nimmt 
man jedoch anstelle der Classeninvariante f(S, 7) die Geschlechtsinvariante 
F(S, r), so kann man mittels Satz 3 die Function F(r) durch bekannte Modul- 
formen ausdriicken; und darin besteht die analytische Bedeutung von Satz 3. 
Dass auch F4(r) eine zur Congruenzuntergruppe h-ter Stufe gehérige Modulform 
ist, ergibt sich aus der Definition von F(r), wenn noch beriicksichtigt wird, 


dass die in Hilfssatz 30 auftretende Grésse H (c, *) nur vom Geschlecht von S 


abhingt. Um nun F(r) mit g, und g, in Zusammenhang zu bringen, hat man 








j. 


Ee gh ien~ 
es” eran ae 
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die Coefficienten H (<, *) der durch Satz 3 gelieferten Partialbruchzerlegung 


von F(r) naher zu untersuchen. Es gilt dafiir die von H. Weber gegebene Ver- 
allgemeinerung einer bekannten Reciprocititsformel von Kronecker, nimlich 
HiiFssatz 32: Es secen a und b ganz, ab ¥ 0, und im Falle eines ungeraden & 
sei ab gerade. Dann ist 
_™ 52 Sr 5. i. ee. a ee 
1b | : Pe | S =e tS 2 Ia] 2 > atte 3 
t(mod 6) : S-1y (mod a) 
wo rechts x ein volles System mit modulo a incongruenten Werten S— x durchliuft. 
Bewets: Setzt man 


ME -1FS=9 


mit \ > 0 und 
g(r) = DP iladaatas 
t 


wo r alle ganzen Spalten durchlauft, so ist 


, &. 'S} 
gre? Sr 


(93) g(d) ~ (BA) 2 DO (A 0). 
r(modb) 
Andererseits ist 
_i —2r'S-1 
y(d) = |B | 9 > e r’'S t 
t 
mit 
—] be, b? e-2 -1 
B sale? nd + Gre (E — »1B-), 
also 
g(r) = 
1 b — 
—s —ri-r,G-lr —rb2n(a—-1G—-1 ¢ ,4+1)(E—-AB-! a 1S! Fy +12) 
|B | 2 e ari 1 Ye 1 
S—! y, (moda) $ 
Pe Pa —’ 16-1 
(94) g(k)~|Bl2(bay? Ye “ake F (\— 0). 


S—1r(moda) 


1 
Da nun © positiv ist, so hat |8| 2 fir \ — 0 den Grenzwert 


= 
2 


me 
S 2, 


a 


xi —sgn 
e 78 b 


: 


a 








Aus (93) und (94) folgt die Behauptung. 
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Hitrssatz 33: Es sei (a, b) = 1, b > 0, (a, 8) = 1,8 > 0, a = a (mod 48), 
b = 6B (mod 48). Bei geradem m gilt dann 


H(e, *) = H(e, ‘). 


BewEts: Ist b = bib. mit (b:, b2) = 1, so hat man 





oo a — 
gt" Sr = PuhE bbe bt tied bt abd LE hed bE) 
t (mod 6) t (mod 6 ;) 
T 9(mod bo) 
(95) 
abs ‘es ab, , 
ri ¢ ,Sr ri——TfoSro 
Si A i eed ee, 
t , (mod 6 }) T 9(mod b 9) 


wo im Falle eines ungeraden © gerades ab vorausgesetzt wird. Es sei (b, 2S) = by. 


Man kann ein ganzes x so wahlen, dass —_— 





= be eine positive zu 2S 
1 
teilerfremde Zahl ist. Wegen a = a, b = 6 (mod 4S) ist auch (8, 2S) = by, 


und man kann ein ganzes é finden, so dass 0 < b+ Set = Be = be (mod 48) 
1 


ist. Dann ist 


2. oo otnal 
(96) 7 . =s = > e 


t(mod 6 ;,) t(mod 6 ;) 








Man setze nun vy = 2 oder vy = 1, je nachdem ab, gerade oder ungerade ist. Es 
ist 


| ab, S | = (2) pe 


und bei geradem m die Zahl (**) ein Quadrat, also ab\S mit vS modulo bz 
Vv 


aquivalent. Da ab; = v (mod 2) ist, so sind ab\S und vS sogar modulo 2b. 
aquivalent. Also gilt 
mt —— r'Sr 


(97) y 2 et Pe - _ ee 


t(mod bo) t(mod 6 9) 7 


Nach Hilfssatz 32 bleibt nun aber der Ausdruck 


bo? > e" 2 r’Sr 

t(mod 69) 
ungeandert, wenn b: durch irgend eine andere positive Zahl derselben Rest- 
classe modulo 2vS ersetzt wird, also z.B. durch 62. Aus (95), (96) und (97) folgt 
dann die Behauptung. 
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Man beachte nun, dass fiir b + bop = 0, a + a = 0 (mod 48), b > 0, b, > 0 
(a, b) = 1, (ao, bo) = 1 nach Hilfssatz 32 und 33 die Formel 


wa) = H( 5) = 0) = -0Fa() 


gilt und dass andererseits der Ausdruck (br — a) ? auch den Factor (-1)3 
bekommt, wenn a und b durch —a und —b ersetzt werden. Ferner erhilt 
man noch aus Hilfssatz 32 die Beziehung H (e, 3) = 1. Mit Riicksicht auf 
Hilfssatz 33 geht dann die Formel des Satzes 3 im Falle eines geraden m iiber in 


(98) F(S, y=5 > H(&, 4) > ra) ?, 


a(mod 4 8) a=a(mod 43s) 
0 <8(mod 4 8) — 
a,b)=1 


’ 


wobei also in der inneren Summe a, 6 alle Paare teilerfremder Zahlen der Rest- 
classen a, 8 (mod 48) durchlaufen und aussen a, 6 etwa die Zahlen 1, --- , 48; 
im Falle eines ungeraden S muss auch noch af gerade sein. Um die innere 
Summe mit der g-Function in Verbindung zu bringen, hat man sich der durch 
die Bedingung (a, b) = 1 eingefiihrten Summationsbeschrankung zu entledigen. 
Hierzu dient 

Hitrssatz 34: Es set x(k) einer der 9(q) Restclassencharaktere modulo q und 


Ls, x) = x(k) 


k=1 


die zugehérige L-Rethe. Mit natiirlichem g > 2 setze man 
2. (br = a)~@ = h,, 


a=ar(mod q) 
b=Br(mod q) 


wo das etwa vorkommende Paar a = 0, b = 0 von der Summation auszuschliessen 
ist. Dann ist 


r LS x(r) 
99 br = OO ee ; 
- om, = 35 21” Lrg 


(a,b)=1 





Bewets: Es sei 


> (br—a)=1,, 
a=ar(mod q) 
b=6r(mod q) 
(a,b6)=1 


dann ist wegen der Multiplicationseigenschaft der Charaktere 


qa 90 q q 
(100) Lyg,x) Sxl => Vi xlkr) YO (kbr — kale = Do x(rhv. 
= = r= a=ar(m ag 
SUS lea 
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Nun ist. >°,x(r) = 0 oder g(q), je nachdem r # 1 oder = 1 (mod q) ist. Divi- 
diert man (100) durch die von 0 verschiedene Zahl L(g, x) und summiert tiber 
alle Charaktere x, so folgt die Behauptung. 

Aus (98) und Hilfssatz 34 erhalt man 

Satz 4: Fiir gerades m > 4 ldsst sich F(S, +) homogen linear mit constanten 


Coefficienten zusammensetzen aus den (48)-ten Teilwerten der ( _ 2)-ten 


Ableitung der mit den Perioden 1, + gebildeten elliptischen g-Function. 

Die Coefficienten lassen sich mittels (98) und (99) explicit in ihrer Abhangig- 
keit von © angeben Ferner sei noch bemerkt, dass Satz 4 auch fiir m = 4 
richtig ist; der Beweis muss allerdings ein wenig abgeiindert werden, da die in 
Satz 3 auftretende Reihe im Falle m = 4 nur bedingt convergiert. Mit Hilfe 
der Teilungstheorie der elliptischen Functionen beherrscht man dann auf grund 
von Satz 4 den algebraischen Zusammenhang zwischen F, ge, gs, falls m gerade 
und 2 4 ist. Der von den vorhergehenden Untersuchungen nicht erfasste Fall 
m = 2 wurde von H. Weber behandelt. Fiir ungerades m ist dagegen die alge- 
braische Beziehung zwischen F, ge, gs von complicierterer Natur, da dann 
H (<, *) nicht mehr die in Hilfssatz 33 ausgesprochene einfache Periodicitats- 
eigenschaft besitzt. 

Satz 4 enthalt die Verallgemeinerung einer Beziehung aus der Theorie der 
elliptischen Functionen, mit deren Hilfe Jacobi die Anzahl der Zerlegungen 
einer natiirlichen Zahl in 4 Quadrate bestimmte. Wahrend Jacobi diesen 
arithmetischen Satz aus der Analysis erhielt, wurde hier umgekehrt der func- 
tionentheoretische Satz 4 aus dem arithmetischen Satz 1 iiber die Darstellungs- 
dichte gewonnen. Ein allgemeiner functionentheoretischer Beweis von Satz 4 
scheint sehr grossen Schwierigkeiten zu begegnen. Dies liegt daran, dass es fiir 
einen solchen Beweis notwendig erscheint, die einzelnen Classeninvarianten 
J(S, 7) durch innere Eigenschaften voneinander zu trennen, und dieses Problem 
diirfte, wie bereits friiher bemerkt wurde, nicht leicht zuginglich sein. 

Satz 3 wurde in den Fallen GS = € und m = 5, 6, 7, 8 von Hardy gefunden, 
und zwar unter Benutzung der analytischen Methode, mit welcher er und Little- 
wood wichtige Fragen der additiven Zahlentheorie gelést haben. Hardy ging 
aus von der Formel 


1 T9+2 
A(G,t) = 5 i S(S, r)e-*** dr 
TO 
fir die Anzahl der Lésungen von r’Sr = ¢ und zeigte mit Hilfe des durch (92) 
beschriebenen Verhaltens von f(S, 7) bei Annaherung von 7 an einen rationalen 
Wert, dass A(G, t) fiir t > «© asymptotisch gleich dem Ausdruck ist, den das 
Integral bei Ersetzung von f(S, r) durch die rechte Seite von (83) liefert. Nach- 
dem er dann festgestellt hatte, dass der gefundene Ausdruck fir G = € und 
m = 5, 6, 7, 8 sogar den genauen Wert von A(G, ¢) liefert, der ja durch die 
Untersuchungen von Eisenstein, Smith, Minkowski bekannt war, bewies er mit 








apie 
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Hilfe der Theorie der Modulfunctionen, dass f(S, 7) in jenen Fallen gleich der 
rechten Seite von (83) ist. Diese Formel von Hardy ist in Ubereinstimmung 
mit Satz 3, da fiir m < 8 das Geschlecht von xj + --- + 2}, nur eine einzige 
Classe enthalt, also F(€, 7) = f(G, 7) ist. Ferner bemerkte Hardy, dass sein 
asymptotischer Ausdruck fiir A (GS, ¢) im FalleS = €® nicht mehr den genauen 
Wert liefert. Der Grund dafiir ist nun, dass im Geschlechte von €® mehr als 
eine Classe liegt und dass Hardys asymptotischer Ausdruck, wie der Hauptsatz 
lehrt, genau gleich der mittleren Darstellungsanzahl A o(S, t) = M(G, t)/M(G) 
von ¢t durch das Geschlecht von © ist, die eben im allgemeinen mit A(G, #) nur 
asymptotisch gleich ist. Durch den Hauptsatz erkennt man die genaue arith- 
metische Bedeutung der von Hardy und Littlewood als singulire Reihe bezeich- 
neten Grésse, die durch die rechte Seite von (74) definiert wird. Da sie eine 
Geschlechtsinvariante ist, so war auch von vornherein zu erwarten, dass sie 
sich nicht etwa durch eine einzige Classeninvariante A(©, ¢) ausdriicken liesse, 
sondern nur durch die Gesamtheit dieser A (GS, ¢) fiir die einzelnen Classen des 
Geschlechts. 

Wie Hardy und Littlewood gezeigt haben, besitzt bei andern Problemen der 
additiven Zahlentheorie, wie z.B. beim Waringschen Problem, die singulire Reihe 
gleichfalls eine wichtige Bedeutung fiir die Bestimmung des asymptotischen 
Wertes gewisser Loésungsanzahlen. Es wire von Interesse festzustellen, bei 
welchen dieser Probleme dem Wert der singularen Reihe eine analoge einfache 
Bedeutung fiir exacte Lésungsanzahlen zukommt, wie dies vermége des Haupt- 
satzes fiir die quadratischen Probleme eintritt. 

Die Untersuchungen dieses Paragraphen entsprangen aus der functionen- 
theoretischen Deutung des Hauptsatzes im Falle n = 1 und lieferten durch die 
Satze 3 und 4 eine Beziehung zwischen gewissen Thetanullwerten und Kisen- 
steinschen Reihen. Der Fall n > 1 gestattet eine ahnliche Behandlung und 
fiihrt in Verallgemeinerung der Eisensteinschen Partialbruchreihen zu neuartigen 
Entwicklungen, die fiir die allgemeine Theorie der algebraischen Functionen von 
Bedeutung sind. 


§12. Analytische Formulierung des Hauptsatzes im allgemeinen Fall 


Kine quadratische Form r/Gr heisse ganzzahlig, wenn alle ihre Coeffici- 
enten es sind, also die m Zahlen sx.(k = 1, --- , m) und die —-* Zahlen 
251 3k<1l<m). Esist zu beachten, dass sich dieser Begriff nicht mit dem 
friiher eingefiihrten der Ganzzahligkeit von © deckt, so ist z.B. die Form 

1 
x? + 2y + y’ ganz und die zugehérige Matrix ( i) gebrochen. Zwei Formen 
2 
r’Sir und r’Sex heissen congruent modulo g, wenn g-'r’(S, — Ge)x ganzzahlig 
ist. Unter dem Nenner einer Form werde der Hauptnenner ihrer Coefficienten 
verstanden, also die kleinste natiirliche Zahl d mit ganzzahligem dr’Sr. 

Unter der Spur o( 2%) einer Matrix % versteht man die Summe ihrer Diagonal- 

elemente. Offenbar ist stets o(%) = o(%’) und o(AB) = o(BA). Hs set 
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S = S™ eine ganze symmetrische Matrix und W = WW” Matrix einer qua- 
dratischen Form vom Nenner d. Man lasse nun € = (&™™” ein volles System 
von d™ modulo d incongruenten ganzen Matrizen durchlaufen und setze 
(mod @) 

Dies ist die weiterhin benétigte Verallgemeinerung der mehrfachen Gaussschen 
Summen; auch sie haben bemerkenswerte Eigenschaften. Man hat noch zu 
zeigen, dass der Ausdruck unter dem Summenzeichen wirklich nur von der 
Restclasse von © modulo d abhangt. Fir ganzes 8 = B™™” gilt nun aber 


(102) o((€ + dB)’S(C + dB)®W) — o(C’SCBW) 
= do(B’SB®W) + 2do(B’SCW) 


mit ganzen B’SSB = (&1) und B’SC. Da die Coefficienten w,, und 2u,; von 
r’@Wr den Hauptnenner d haben, so ist 2d und 


do(B’SSW) = d be tik Wek + 2d =. tia Wei 
k=1 kel 


ganz, also auch die linke Seite von (102). 
In Verallgemeinerung von Hilfssatz 27 gilt 
Hitrssatz 35: Es sei |G | = S > 0. Dann ist der absolute Betrag 


mn 
282 


|G(S, W) | < 2282a"""2, 


BeweE!s: Es ist 
rio((€'SC, -C SC, mw 
(103) | G(S, 8) |? = B ((€,S¢, -C,66, )e8) 
€ 1 Go (mod d) 
frteK(S gee, +6, 08, 48,08, 9) 
~~ Gp, 4 (mod d 
gre (€, 66,8) grie(26,06,8) 
"Gg (mod @) ©, (mod 4) ; 
Nun ist aber o(2€;GG;%) eine homogene lineare Function der Elemente von 
©, deren Coefficienten d als gemeinsamen Nenner haben, und da ©, ein volles 
Restsystem modulo d durchlauft, so ist die innere Summe in (103) gleich d™ 
oder 0, je nachdem alle Coefficienten jener linearen Form ganz sind oder nicht. 
Es sei L die Anzahl der ©; modulo d, fiir welche 26C;%8 ganzist. Dann ist nach 
(103) die Abschatzung 


(104) | G(G, 8) 2? < Lam 
giltig. Zur Bestimmung von L kann man © und @ nach Hilfssatz 1 als Diago- 
nalmatrizen voraussetzen, deren Diagonalelemente 8, --- , 8m und Wi, +++ , Wp 


seien, und zwar ist dann offenbar L gleich der Anzahl der ganzen 2; modulo d 
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mit ganzen 2s.¢,..wi(k = 1,---,m;l = 1,---,m). Fir ze: gibt es genau 
(d, 2ds,w1) Méglichkeiten; also ist 


L=[I [I @,2dnw). 


k=1 1=1 
Nun ist aber (2dw,, --- , 2dw,, d) gleich 1 oder 2 und s, --- s, = S, woraus 
leicht 

(105) L < QrSrdrr—m 


folgt. Die Behauptung ergibt sich jetzt aus (104) und (105). 

Das im Hauptsatz auftretende unendliche Product [[a)(S, &) lasst sich mit 
Hilfe der G(G, YW) in eine unendliche Reihe verwandeln; analog zu Hilfssatz 28 
gilt namlich ; 

Hitrssatz 36: Es durchlaufe r’'Mxr in irgend einer Rethenfolge ein volles 
System modulo 1 incongruenter rationalzahliger quadratischer Formen, also 
etwa alle quadratischen Formen mit echt gebrochenen Coefficienten, und es bedeute 
d den Nenner von r’MSr. Fiirm > n? + n + 2 ist dann 


(106) II e,(S, E) = 2 d-™™ G(S, W) eri BH | 
Pp 
Bewets: Durchlauft q¢ die Folge 2!, 3!, --- , so ist 
n(n+1)_ 
(107) I] «(S,=) =limg 2 “ A,(S,f). 
Pp qe 


Lasst man nun r’%&r ein volles System modulo 1 incongruenter Formen mit 
ganzem qgr’%r durchlaufen, so ist 
n(n+1) 
q 2 AS, t) ae > > et o ((@’'SC—T)W) B 
YW C€(mod gq) 


Bedeutet d den Nenner von y’%8r, so gilt ferner 


er rio(CSEB) _ (%)" G(S, B) 





@(mod gq) 

und daher 
n(n+1) me : 
(108) q? "AS, T) = Dad GS, BW) 27 ™, 
wo d die Teiler von g durchlauft und bei festem d ein volles System ror reraued 
n(n+1 

1 incongruenten r’%8r vom Nenner d. Die Anzahl dieser @ ist S$ d * und 
nach Hilfssatz 35 folglich die Reihe } 

g2gign™ 2 mintt) om mn 2) n(ntt)_m 

————— Ss ee d 2 2 
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eine Majorante fir die rechte Seite von (106). Fiir m > n? + n + 2 ist daher 
die rechte Seite von (106) absolut convergent. Aus (107) und (108) ergibt sich 
fiir gq —- © die Behauptung. 

Es sei bemerkt, dass man durch feinere Abschitzungen bei Verwendung der 
Elementarteilertheorie die Schranke n? + n + 2 fiir die m mit absoluter Con- 
vergenz der Reihe in (106) noch herabdriicken kann. 

Um Hilfssatz 29 auf beliebiges n iibertragen zu kénnen, bedarf man zunichst 
einer Verallgemeinerung der Formel 


(109) / xwtewdr = yT(p) (op > 0,y > 0). 
0 


ook -dimensionale Volumenelement im Coefficien- 


Mit dv bezeichne man das 
tenraum der symmetrischen Matrizen ¥ = ¥* = (2x1), also dv = [J] dz. 
ksi 
Ferner sei D, der Raum der positiven ¥. Die Verallgemeinerung von (109) 
lautet dann 
n+1 
2 ’ 





Hiurssatz 37: Ist J) = Y™ symmetrisch mit positivem Realteil und p = 
so gilt 


eH aac) 1 n—1 
ao) |x| 2 eM dpa ¢ r(oin(»— 2) .--r(o— 5 )ivr. 
Dn 


Brewets: Da beide Seiten im Gebiete der 9) mit positivem Realteil regular 
analytisch sind, so darf man fiir den Beweis ¥) reell wihlen. Dann ist 2) = 3’3 
mit reellem 3 = 3. Ersetzt man die Integrationsvariable ¥ durch 37%3’—, 
so ist die Functionaldeterminante | 3 |~"~! und daher 


nt at 
I \x|’ 2 ¢ (2D) dy — 19) rf |x|’ 2 eg 7(%) dv, 
Dn Dn 


so dass man also (110) nur noch fir 9) = € zu beweisen braucht. In diesem 
Falle fiihre man | ¥ | statt 2 als neue Integrationsvariable ein. Bezeichnet 
man mit %, die aus ¥ durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte ent- 
stehende Matrix und mit rx die aus der ersten Spalte von ¥ durch Streichen von 
<1, entstehende Spalte, so ist 
|. [7 | ¥| = ay — e’Xy"e- 

Es bedeute nun dv; das n(n — 1)/2-dimensionale Volumenelement des ¥,-Raumes. 
Dann wird 


gan 
|X| 2 e°®) dy = 
Dn 


ee +00 +2 _ i g—], 
jae ( | gy” 2 eg hil * dy AIC e 1° dty--- dx,) dy. 
Dy-} 0 —@ —2 














rik. 
& 
. 


2 Sr a a ea. = 
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Hierin ist 





~ gees - - 2th 
x? 2 e | Fa! 1; dx _ r(o- n " a TEA 2 
0 


“oe e 1" dty--- dt, = © 2 | % |2. 
—3 — 


Folglich gilt die Recursionsformel 


pet a) — a— i —. 
[¥| 2 e*’ dy=wr? Thp— 3 |X| 2 e*'%)) dy,, 
Dn Dn-1 


und zwar auch noch fiir n = 1, wenn dann das Integral rechts fortgelassen 
wird. Die Behauptung folgt jetzt durch vollstandige Induction. 

Fiir des Eulersche Betaintegral existiert ebenfalls eine Verallgemeinerung, 
analog zum Ubergang von (109) zu (110); es ist namlich 


und 











k k 
polttt 7 n(n—1) r oi Tle 3 Nr-e—% 
fiz 21¥49('’da=7 4 ivr TI 
: rc 
2 


: r 4 T—p2 > t . und alle 9) mit positivem reellen Teil. Da diese 
Formel weiterhin nicht benutzt wird, so werde nur noch erwahnt, dass sie auf 
demselben Wege abgeleitet werden kann, auf dem Euler den Zusammenhang 
zwischen B- und I-Function gefunden hat. 

In derselben Weise, wie man Hilfssatz 29 mit Hilfe von (109) gewinnt, folgt 
aus Hilfssatz 37 der wichtige 

Hinrssatz 38: Es set Y = Y™ symmetrisch mit positivem Realteil und 
p >n(n+1)/2. Durchléuft dann = = T™ alle ganzen positiven symmetrischen 
Matrizen und r’§x alle ganzzahligen quadratischen Formen von n Variabeln, so ist 


fiir p = 








n(n—1) 


=r 4 ro)r( — 5) (e— 25) Dat aes. 


BeEwE!s: Formale Anwendung der Poissonschen Summenformel auf die 








“tl ‘ 
Function | ¥|° 2 e~**”), die fiir nicht positives ¥ durch 0 zu ersetzen ist, 
liefert als Entwicklung der linken Seite von (111) die Reihe >> a(§), wo r’Gz alle 
ganzzahligen quadratischen Formen von n Variabeln durchlauft und 


nt+1 
a(%) = / | % ¥g 2 e 7 (FD)—2 ri o (FE) dv 
Dn 
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gesetzt ist. Nach Hilfssatz 37 ist aber 
n(n—1) 


ag) =7 * r(oir(o — s) vee r(o -* > ‘) |) + 2rig |’, 





so dass es auf grund des Fejérschen Satzes zum Nachweis der Behauptung 
geniigt, die absolute Convergenz der rechten Seite von (111) festzustellen. 

Um die Convergenz zu untersuchen, setze man Y) = 9), + 72, wo nach Vor- 
aussetzung 9), positiv ist. Zu jedem § gibt es eine reelle Matrix €” und eine 
reelle Diagonalmatrix D™, so dass 9), = @’€ und zugleich 9). + 2rF = C’DC 
ist. Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass bei festem 9), die Elemente von 
€ zwischen endlichen von § unabhangigen Schranken liegen. Sind d;, --- , d, 
die Diagonalelemente von D und bedeutet d das Maximum ihrer absoluten 
Betrige, so folgt aus der zweiten Gleichung, dass bei festem 9). die Anzahl der- 
jenigen § mit ganzzahligem r’§r, fiir welche d < ¢ ist, bei unendlich werdendem 
t nur die Gréssenordnung t"“"+)/2 besitzt. Andererseits ist 


[D+ 2niF| = |C(E + 1D)C| = [D1 TT a + ia), 


also der absolute Betrag von | 9) + 277% | mindestens d| 9), |. Durch partielle 
Summation folgt daraus die absolute Convergenz der rechten Seite von (111) 
fiir p > n(n + 1)/2. Mittels feinerer Abschaitzungen lisst sich tibrigens diese 
untere Schranke fiir p noch herabdriicken. 

Fir die Verallgemeinerung von Satz 3 auf den Fall n > 1 bedarf es noch eines 
Hilfssatzes tiber Matrizen. Zwei Matrizen % und B mégen rechts associiert 
heissen, wenn 8 = Yl mit unimodularem Ul aus dem Ko6rper der rationalen 
Zahlen ist. 

Hitrssatz 39: Es sii Sr sins m. Durchléuft 8 = B"™ alle ganzen 
Matrizen von r Zeilen, m Spalten und dem Ranger und Q = Q"” ein volles System 
rechis nicht associierter primitiver Matrizen, so stellt QB jede ganze Matrix von n 
Zeilen, m Spalten und dem Range r genau einmal dar. 

Brewets: Dass jedes ganze € = ©” vom Range r die Form O8 hat, folgt 
aus Hilfssatz 1. Ferner hat jedes Q% wirklich den Rang r. Wire nun 0,8; = 
O.Be, so sei (O15) = U unimodular, U2, = ‘ Dann wird 8, = ABe, 
X = GB, und folglich, weil SB. den Rang r hat, @ = Nund damit % unimodular, 
Q2 = OA, OQ; und Qz rechts associiert, A = E, Qi = De, Bi = Be Daher 
sind die Q% des Hilfssatzes 39 alle voneinander verschieden. 

Die Verallgemeinerung der Classeninvariante f(S, 7) und der Geschlechts- 
invariante F(S, r) auf den Fall n > 1 geschieht nun in der folgenden Weise. 
Es sei ¥ = ¥™ eine symmetrische Matrix mit positivem imaginaren Teil. 
Durchliuft dann € = €) alle ganzen Matrizen, so werde definiert 


(112) HS, D = y eris (OSCR) 














ae eres 


eer 


Pre | 
bi 
2: 
ae 
ts 
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und analog zu (78) ferner 


(113) F(G, X) = 1S > Te. 


(S,)v ©) 


Nach Hilfssatz 39 erhalt man nun alle in (112) auftretenden € durch den Ansatz 
CG’ = QO’, indem man S$ = B™” alle ganzen Matrizen vom Ranger, O = Q() 
ein volles System rechts nichtassociierter primitiver Matrizen und r die Werte 
0, --- ,n durchlaufen lasst. Setzt man also noch g(©, %) = ay grieSOee) op 


¢€ = €™” nur die ganzen Matrizen vom Range n durchlauft, so wird 
(114) {(S, X) oad PE ata cin na > 9(S, O'¥Q). 


Andererseits ist 


g(S, X) = > A(G, T) e*''F®), 


wo = = T™ alle ganzen positiven symmetrischen Matrizen durchlauft. Mit 
Hilfe von (113) und (114) folgt also 


(115) FG, =1+ 2 DY AolS, Tere GO*), 
r=1 g(r) O(r7) 
Nunmehr werde der Hauptsatz angewendet. Fiir T = T” und m > r + 2 ist 
ApS, XT) = A,(, f) II a(S, Z), 
Pp 


und nach (71) gilt dabei 
r(2m—r+1) 
A,(S, Z) = .F =" sor: 
m—?r m—r m 
r 506. ae 
= )e( 2 (5) 
Nach Hilfssatz 36 ergibt sich, falls m > r? + r + 2 ist, 
r(2m—r+1) ‘- 


4 2 


b>» AAG, T)erie(TOQ'AQ) - T S x 


a1) (apt) (a5?) ..0(3) 


GS, BW moral 5i6(T(Q'%0-2B)) 
: 2 oe Dd IZl * ¢ 

















g(r) 


wo 7’8x alle quadratischen Formen mit echt gebrochenen Coefficienten durch- 
lauft und d den Nenner dieser Form bedeutet. 'Wendet man Hilfssatz 38 mit 


p= 5 und Y = 7i(2W — O’¥Q) an, so folgt 
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m—-r—l rp r(r—1) - = 
? Fl: sriettOOEO-2B) r(”) r(™ : ‘) te r(™ =* ‘) - 
x (2) >) [QO — 2m = 25 /7F, 


gir) 


wo r’§zx alle ganzzahligen quadratischen Formen durchliuft. Aus (115), (116) 
und (117) erhalt man nun 

Satz 5: Durchléuft W alle rationalen symmetrischen Matrizen und Q\*) ein 
volles System rechts nicht associterter primitiver Matrizen, so ist 


F(G,¥) =14 its Y SS® | orz0 — owl? 
(118) r=1 BW, 


(m > 2n?+n-+ 1); 


dabei bedeutet d den Nenner von x’Bx. 

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Umordnung der durch Einsetzen von (117) 
in (116) entstandenen Doppelreihe erlaubt war. Dies folgt aus 

Hitrssatz 40: Die Rethe 


> GS, B)d-™ |O’FQ — 2Wlt 
mln) o(r) 
convergiert absolut fiir m > 2n? + n+ 1. 

Bewets: Es sei ¥ = ¥, + 1X2, wo X2 nach Voraussetzung positiv ist. Ahn- 
lich wie beim Beweis von Hilfssatz 38 setze man 2’%,0 = @’C, O'%,0 — 2 = 
@’DC mit reellem € = € und reeller Diagonalmatrix D = D. Ist nun h 
das Maximum der absoluten Werte der Diagonalelemente d,, --- , d- von D und 
qdas Maximum der absoluten Werte der Elemente von ©, so haben die Elemente 
von ©’D€ héchstens die Gréssenordnung von hq’?. Die Anzahl der %, fir 
welche r’%3x den Nenner d hat und A & t ist, hat also fiir jedes O héchstens die 


r(r+1) 


Gréssenordnung (dtg?) 2 . Nun ist 
| O’¥O — 2B] = |0'RO||D + €| 


und nach Hilfssatz 35 ferner der absolute Betrag von G(G, W%)d-™ héchstens 
gleich (2/d)"/2Sr/2, Es geniigt daher, die Convergenz der Reihe 


=< (dig) ~ (at) 2 | Q’%O | z 
p> t=1 
zu beweisen, also die Convergenz von 


(119) p> grt) | O'%, D | 7, 








eS a S28 4 
Site pha Rome err 02 
= Phas) ga tek es 
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wo &” ein volles System rechts nicht associierter primitiver Matrizen durch- 
lauft und g das Maximum der absoluten Betrage der Elemente von © bedeutet. 
Ersetzt man Q durch eine associierte Matrix, so geht O’%2 in einen andern 
Classenreprasentanten tiber. Daher kann man voraussetzen, dass fiir alle in 
(119) auftretenden © die definite quadratische Form Q’%.O im Sinne der Her- 
miteschen Theorie reduciert ist. Dann folgt aber aus den Hermiteschen Re- 
ductionsbedingungen, dass der Quotient aus dem Product der Diagonalelemente 
von ©/%,Q und der Determinante | Q’%20 | unter einer von O freien Schranke 
liegt. Nach (39) ist nun auch g?/| Q’%20 | beschrinkt, also die Anzahl der Q in 


(119) mit |Q’%Q | < ¢ fir t - © héchstens von der Gréssenordnung {2 
Far 5 -- rr - 1) > sed convergiert also die Reihe (119). 

Fiir die Weiterfiihrung der Theorie ist eine Umformung der Summe in (118) 
nétig, und hierzu bedarf es einiger Hilfsmittel aus der Matrizentheorie. Zwei 
Matrizen 2% und % sollen ein symmetrisches Matrizenpaar heissen, wenn US’ = 
BA’ ist. Sie heissen ausserdem teilerfremd, wenn die unimodularen Matrizen 
die einzigen ganzen Matrizen © sind, fiir welche ©" A und GB beide ganz 
sind. Ist % = UA, B, = UB mit unimodularem Ul, so heissen die beiden Paare 
Y, B und %,, Bi associiert. Alle mit W%, B associierten Paare mégen die Classe 
(2, B) bilden. Ferner soll unter der Classe (€Q) die Gesamtheit der mit O rechts 
associierten Matrizen verstanden werden, also der Matrizen QU. Bei Benut- 
zung dieser Bezeichnungen besagt 

Hitrssatz 41: Es set (U™, B™) eine Classe teilerfremder symmetrischer Matri- 
zenpaare und der Rang von A sei r > 0. Es gibt eine eindeutig bestimmte Classe 
primitiver Matrizen (Q\:")) und nach Wahl eines Reprdsentanten Q dieser Classe 
eine eindeutig bestimmte Classe (%\’’, BY") teilerfremder symmetrischer Matrizen- 
paare, so dass fiir ein beliebiges Complement © von Q mit U = (QC) das Matri- 
zenpaar 


St Nr, nr) ’ 8 Nir 2-7) be, 
(120) Pa r) Nir ) u ’ Pas r) G(n-*) ) u ; 


der Classe (%, B) angehért und | A, | ¥ 0 ist. 
Bewets: Nach Hilfssatz 1 gibt es zwei unimodulare Matrizen U, und U, so 
dass 





a ox! r) Mrs n—7) 
WAU 1 = ee r) Nim”) ) 
und | %| + Oist. Setzt man 
oan Bi”? Be ) 
U,BU = i gir)» 
so folgen aus AB’ = BA’ die Gleichungen 
AB; => BN, AB; = MN ; 








— aS aS © 
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also ist das Matrizenpaar %,, 8; symmetrisch und 8; = 9. Da die Matrix 
-_{E MN 
1 
me . 5) 
gemeinsamer linksseitiger Teiler von & und &% ist, so ist B, unimodular, also 


auch die Matrix 
r) = ped 
(5 BB; )u m= Us, 


MN %7" 
und folglich gehért das Matrizenpaar 
(121) WA = by gis) Ui, UBS = : -) uo 


der Classe (Y, B) an. Ist G gemeinsamer linksseitiger Teiler von %; und ¥,, 


so ist 
_, {GG N 
Uz ’ S a) 


gemeinsamer linksseitiger Teiler von % und %, also G unimodular. Daher ist 
das Matrizenpaar 2, 8; auch teilerfremd. 
Gilt nun ferner auch 


(122) Ut = i a 7 w’, U8 = C med =, 


so setze man Uy = UMy und erhalt aus der Gleichung 
_, {A N a N ’ 
UU," + es) = fs “— Uo, 
dass lly die Gestalt 
ui” ¢ 
Uo = ( yn “*) 


besitzt. Ist dann U = (Q€) mit Q = OQ”, so bilden die ersten r Spalten von 
li, die Matrix Os, welche der Classe (Q.:) angehért. Also hingt diese Classe 
nun von (%, 8) ab. Gelten (121) und (122) mit demselben Classenreprisen- 
tanten OQ, so ist QUs = OQ, also Us = E”. Setzt man endlich noch 


wr) 
ss yg fs x i} U,U,UZ* = Us, 
so wird 
ung = (2 2% \y vues —- (2 % )y 
7 3 = N Jin) u ? 7M3 _ N Gin) 


% MR % MN SB MN -(® mel 
w (5 -) . be eh A ” (5 Pooks =\n gen)? 











592 CARL LUDWIG SIEGEL 


woraus 


uy? i 
und % = Uy%, Be = UB, folgt. Also liegt das Paar %., B. in der Classe 
(%,, B1). Umgekehrt zeigt diese Rechnung, dass in (120) mit U auch 


gE) 2) 
UU = U ( N Us 


zulissig ist. Da nach Hilfssatz 4 jedes Complement von © die Form OF + Cu; 
besitzt, so ist die Behauptung vollstindig bewiesen. 

Hinrssatz 42: Ist A, B” ein teilerfremdes symmetrisches Matrizenpaar, 
so ist die Gleichung 


(123) AY’ — BX’ = E 
durch ein teilerfremdes symmetrisches Matrizenpaar X = Xo, Y = Wo lésbar. 
Die allgemeine solche Lésung lautet 

X= X%+ SA, Y= J+ SB 


mit beliebigem ganzen symmetrischen S™. 
_ Brewers: Da das Paar Y, % teilerfremd ist, so ist die Matrix (AB)’ primitiv. 
Erginzt man sie durch ein Complement zu einer unimodularen Matrix WU” 


und setzt 
w= (Ho ge): 
so wird AY; — BF; = E~. Wegen AB’ = BA’ ist dann auch 
% =U — UDA YM= MW—-UYPB 
eine Lésung von (123), und zwar ist 
XYo — DoXo = X.Yi — M.Xi — X.Yi(AYM; — BX,) 
+ (Di M’ — ¥, BD. Xi + XY AB’ — BA)Y.% = M, 


also das Paar Xo, Yosymmetrisch. Das ganz ist, so ist es als Lésung von (123) 
offenbar auch teilerfremd. 

Es sei ¥, 9 eine beliebige ganze Loésung von (123) und ¥ = Xo + % 
Y = Yo+ Ye, also AY, = BX. Nach Hilfssatz 41 ist 


2 MN ’ B MN a 
(124) 4 =U in a4 u; , B= kh & gen) u;" 


mit | %| #0. Setzt man 


ve (r) ad xo") x 
a2 wp (BR OM), uate a (EO yetn), 
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so hat man noch die Gleichung 


Go) w-G& e)E 


ganzzahlig zu lésen, also die 4 Gleichungen 
Ws = Biks, Wi Ye = Bika, X, = MN, Xo = N. 


Wegen 1,8; = B.A; wird J; = ¥;A%7'B,. Da das Paar %;, B, auch teiler- 
fremd ist, so gilt nach dem bereits bewiesenen Teil von Hilfssatz 42 die Gleichung 
1:9; — Bik; = E” mit ganzen X;, Y;. Folglich ist 


XM = ¥sY7 — Yak; 


ganz, also ¥; = 3:% mit ganzem 3\’) und ebenso ¥, = 32%, mit ganzem 
aes? Ys = 3:%:, %; = 3.8. Mit 


(3: >) bitin 


folgen dann aus (124) und (125) die Gleichungen %, = 3%, J. = 3B. Fiir be- 
liebiges ganzes 3 ist endlich 


EY — YR = XoYo — DoXo + B(AY> — B¥o) — (YoM’ — XB’) 3’ 
+ 3(AB’ — BA)’ = 3 - 3’, 


also das teilerfremde Paar ¥, 9) dann und nur dann symmetrisch, wenn 3 es ist. 
Aus Hilfssatz 42 folgt leicht, dass mit %{”’, B\"? auch stets das Paar 


bs | N MN 
(126) (> es) ’ 4 yea) 


teilerfremd symmetrisch ist. Bestimmt man namlich das ganze Paar %,, 9), 
derart, dass %19); — BX; = © ist, so wird 


bs he aby Ee Dy z,) =e 
NR Nim) N Min—r) N (n—-r) N (n—-”) 


und damit die Behauptung evident. In Verbindung mit Hilfssatz 41 ergibt sich 
also, dass man simtliche Classen (2), 8) von teilerfremden symmetrischen 
Matrizenpaaren genau einmal erhalt, indem man in (120) fir r = 0,--- ,n 
des Paar 5", 8" simtliche Classenreprasentanten teilerfremder symmetrischer 
Matrizenpaare mit | %, | ~ 0 durchlaufen lasst, fiir Q ein volles System rechts 
nicht associierter primitiver Matrizen Q” setzt und jedes solche OQ durch 
ein Complement € zu der unimodularen Matrix Ul = (OQ) erganzt. 

Zwei Matrizenpaare %,, 8, und %, Be sollen eigentlich associiert heissen, 
wenn % = B%,, B. = BB, mit eigentlich unimodularem & ist. - Ein teiler- 
fremdes symmetrisches Paar %, 8 heisse positiv, wenn es eigentlich associiert 
ist mit einem Paar der Form (120) und dabei | %1 | > Ound|U| = + List. In 
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jeder Classe teilerfremder symmetrischer Matrizenpaare gibt es positive Paare, 
und die durch (120) gelieferten Classenreprasentanten kénnen stets positiy 
gewahlit werden. 

Es sei A, B™ ein positives teilerfremdes symmetrisches Paar und 


% = Uh by gen Ww’, B= th : na) uw" 


mit U = (QG),|U}| =1,|| =1,| %| > 0. Dann wird 


e M 1 MN 
1 — 1 ’ 


4 (nO%D +8, “arm 
an MN &(n—) 


(127) | AX + Bl] = | WM] |Q’X¥OQ + APB. |. 


Wegen %,8; = B,%; ist hierin A7'S, = PB“ eine symmetrische Matrix mit 
rationalen Elementen. Ist andererseits $“ irgend eine rationale symmetrische 
Matrix, so gibt es nach Hilfssatz 1 zwei unimodulare Matrizen Ub, Us, so dass 
ULU; = D eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente die Briiche a;/b, 
(k = 1, --- , r) mit (ay, bk) = 1,0, > Oseien. Bedeutet dann D’? die Diago- 
nalmatrix mit den Diagonalelementen a, --- , a, und DS”) die Diagonalmatrix 
mit den Diagonalelementen };, --- , 6,, so ist offenbar D,%, + DoX%, = E&” 
ganzzahlig lésbar, also %, = Dellz, B. = D,U;* ein teilerfremdes Matrizenpaar, 
17'S, = $8 und daher das Paar %, 8, auch symmetrisch. Gilt fiir ein anderes 
teilerfremdes symmetrisches Matrizenpaar 25", BS") ebenfalls 25'S. = $, so 
folgt aus Hilfssatz 42, dass %,%' und %.%7* beide ganz sind, also die Paare 
%,, Bi und Y%2, Be associiert. Daher entsprechen sich die Classen teilerfremder 
symmetrischer Matrizenpaare (2\"’, 84") mit | 2, | # 0 und die rationalen sym- 
metrischen Matrizen 3“ umkehrbar eindeutig. 

Der Ausdruck o(@’SCP) andert sich, wenn € durch € + G%; mit ganzem G 
ersetzt wird, um den Wert 


o(A;G SCR + CSGAP + ALG SGAP) = 20(C’SGB,) + o(G’SGB,Y;). 
Gibt es nun ein ganzes G mit ungeradem o(@’GGB, A; ), so ist dieser Ausdruck 


fiir ebensoviele modulo 2 verschiedene © gerade wie ungerade; dann gilt aber 


(128) z. et 1 7(G'SEB) a 
(mod 2%) . 


wo € ein volles rechtsseitiges Restsystem modulo 2%, durchlauft, d.h. ein voll- 
stiindiges System solcher Matrizen, dass nicht die Differenz irgend zweier rechts- 
seitig durch 2%, teilbar ist. Ist dagegen o(G@’SGB,%;) stets gerade, so gilt 


e* 7 «(C’SCP) _ Qmr 
€(mod 2%1) €(mod %1) 


i o (C'SE 
et ial S ¥) 
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und mit Riicksicht auf Hilfssatz 2 wird, wenn d den Nenner von }r’$rx bedeutet, 
(129) d-™ G(S, 4B) = | % | y er io(C'SER) 
(mod %) 


Im Falle der Existenz eines ungeraden o(@’SG@B,%;) verschwindet nach (128) 
die Gausssche Summe G(G, 39). 

Definiert man nun fiir jeden positiven Classenreprisentanten A, B™ den 
Ausdruck H(G, A, B) durch 


H(S,%,B) =i? S?(W[? YO erie sewyts,) | 
€(mod %) 
falls c(@’SGB, A;) stets gerade ist, H(S, A, B) = 0 fiir die wbrigen A, B, so 
geht Satz 5 vermége (127) und (129) tiber in 
Satz 6: Durchléuft A, B ein volles System nicht assoctierter positiver teilerfrem- 
der symmetrischer Matrizenpaare, so ist 


(130) F(G,X) = Dy H(S, A,B) |ME-B 2 (m > Qn? +n +1). 
»B) 


Diese Partialbruchzerlegung von F(©, X) ist nun auch in ihrer Gestalt die 
genaue Verallgemeinerung der Formel (83) des Satzes 3. Wie frither dargelegt 
wurde, liefert Satz 3 den Zusammenhang zwischen der Modulform F(S, 7) und 
bekannten Modulformen, namlich den Teilwerten der g-Function, falls m gerade 
ist. Will man eine analoge functionentheoretische Deutung von Satz 6 finden, 
so hat man zunichst die einfachsten Eisensteinschen Reihen, also z.B. die 
Reihen fiir g. und g3, unter Beachtung der Analogie zwischen (83) und (130) zu 
verallgemeinern und die Transformationseigenschaften solcher Reihen zu unter- 
suchen. Dies fiihrt zu Functionen, welche fiir algebraische Functionenkérper 
des Geschlechtes n dieselbe Bedeutung haben wie die Modulfunctionen fiir die 
elliptischen Functionenkérper, also zu den algebraischen Moduln der alge- 
braischen Functionenkérper beliebigen Geschlechts. Der Ansatz zur Con- 
struction dieser allgemeinen Modulfunctionen wird nun gerade durch Satz 6 
nahegelegt. Es ist bemerkenswert, dass auf diese Weise die Arithmetik die 
Hilfsmittel zu Behandlung eines wichtigen Problemes der algebraischen Func- 
tionentheorie liefert. 


§13.. Modulfunctionen n‘*" Grades 


Es sei eine Riemannsche Flaiche gegeben. Unter einem Schnitt werde ein 
System von endlich vielen einfach geschlossenen Curven auf der Fliche ver- 
standen, von denen jede mit einem Umlaufssinn versehen ist. Zwei Schnitte 
heissen homolog, wenn sie sich stetig ineinander auf der Flache mit Beriicksich- 
tigung des Umlaufssinnes der Teilcurven deformieren lassen. Homologe Schnitte 
bilden eine Schnittclasse. Definiert man als Summe zweier Schnitte die Ver- 
einigungsmenge der beiden einzelnen Schnitte, so bilden die Schnittclassen eine 
additive Abelsche Gruppe. Da die Flache zweiseitig ist, so hat nach einmaliger 





















596 CARL LUDWIG SIEGEL 


Fixierung eines Umlaufssinnes jede gerichtete Curve eine bestimmte rechte 
Seite. Hat man zwei Schnitte, die sich in endlich vielen Punkten durchsetzen, 
so ordne man jedem dieser gemeinsamen Punkte die Zahl +1 oder —1 zu, je 
nachdem dort der erste Schnitt den zweiten von links nach rechts oder von rechts 
nach links durchsetzt, und nenne die Summe aller dieser Werte +1 den Index 
des ersten Schnitts in bezug auf den zweiten. Da der Index nur von den Classen 
der beiden Schnitte abhingt, so kann man von dem Index (a, 8) einer Schnitt- 
classe a in bezug auf eine Schnittclasse 6 sprechen. Offenbar ist (8, a) = 
= (a, B) und (a, B+ 7) * (a, B) + (a, 7). 

Ist die Riemannsche Fliche von endlichem Geschlechte n, so gibt es ein 
canonisches Schnittsystem von 2n Schnitten, nimlich 2n Schnittclassen 

ar, Bx (kK =1,---,n), 

so dass 
(131) (ax,01) = 0, (Br, 8:) = 0, (ax, Br) = lex: 
(k =~ 1, er »n;l= 1, apes , n) 


ist; und diese Schnittclassen bilden eine Basis der Gruppe. Es seien 


Y = Prey + +++ + Pann + PniiBi + +--+ + PonBn 
6 = qa, + Moat + GnOtn + Qn4ibi + ghia + donBn 


zwei Schnittclassen und p, q die aus den Zahlen 7, --- , Pen uNd qi, --- 5 Gon 


gebildeten beiden Spalten. Setzt man dann 
5) fae &™) 
keen fer =3, 


so folgt aus (131) die Beziehung 


(132) (y, 6) = p’Sq. 


Sind nun 2n Schnitte aus den Schnittclassen y:, 6.(k = 1, --- , n) gegeben und 
Pk, 4 die zugehérigen Werte von p, q, so bilden jene Schnitte nach (131) und 
(132) dann und nur dann ein canonisches Schnittsystem, wenn fiir die aus den 
Spalten pi, --- , Pn, Gi, --- » Qn ZUSammengesetzte Matrix Mt die Gleichung 


(133) M’'SM =X 


gilt. Jede dieser Gleichung geniigende Matrix mége canonisch heissen. Wegen 
$7 = — Jsind mit M auch M— und M’ canonisch; ferner bilden die canonischen 
Matrizen bei Multiplication eine Gruppe. Setzt man 


Qn) ba hi 
(134) M = ie wie 








QUADRATISCHE FORMEN 597 


wobei aber D” nicht stets eine Diagonalmatrix zu sein braucht, so geht die 
mit (133) gleichbedeutende Bedingung MIM’ = J iiber in 


- BY + AB’ = FR, —BU' + AD’ = © —Da + GW = -G 
-DO' + GD’ = MN. 


Damit (134) eine canonische Matrix liefert, ist also notwendig und hinreichend, 
dass U, B und €, D zwei symmetrische Matrizenpaare sind, die der Gleichung 
4D’ — BC’ = Egeniigen. Auf grund von Hilfssatz 42 bekommt man daher 
alle canonischen Matrizen, indem man Y, % alle teilerfremden symmetrischen 
Matrizenpaare durchlaufen lasst, zu jedem solchen Paar eine ganze symmetrische 
Lisung ¥ = Xo, Y = Yo von AY’ — BX’ = E bestimmt und € = X% + SA, 
D = Yo + SB mit beliebigem ganzen symmetrischen © setzt. 

Hitrssatz 43: Es seien B™, Q™ zwei complexe Matrizen, | Q| ¥ 0, BQ = 
¥ = 9 + 73 symmetrisch mit positivem Imagindrteil 3. Setzt man dann 


m(&)- (8) 


mit canonischem IN, so ist | Qi | ¥ O und PB, Oj! = X% = Yi + 131 symmetrisch 
mit positivem Imagindrteil 31. 
Bewets: Mit Hilfe von (133) folgt 


(135) — OF + PO = —- O28, + $0, 
(136) —_ Q'S + p’2 — -— Oy, + $i O, . 


Ist nun Qur = n, so auch rt’); = w’, und (136) liefert durch linksseitige Multi- 
plication mit r’ und rechtsseitige Multiplication mit r die Gleichung 


(Qzx)’BQxr = 0, 


also Or =n,r =n,|Q,| #0. WegenderSymmetrie von $O- ist nach (135) 
auch $,O7* symmetrisch. Nach (136) ist endlich 


(137) Q’BD = 9:13:02, ’ 


also 3: positiv. 
Ist ¥ symmetrisch mit positivem Imaginarteil, so hat nach Hilfssatz 43 auch 


(138) X%, = (AX + B)(CX + D)* 


dieselbe Eigenschaft, falls (¢ >) = I irgend eine canonische Matrix bedeutet. 


Die vermége (138) jeder canonischen Matrix zugeordnete linear gebrochene 
Matrixsubstitution werde Modulsubstitution n** Grades genannt. Bedeutet 
H das Gebiet aller symmetrischen ¥ mit positivem Imaginirteil, so bleibt also 
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H bei allen Modulsubstitutionen invariant. Liefert nun eine zweite canonische 


Matrix S “9 = I dieselbe Modulsubstitution 
©, D 


%, = (WX + B)(GQkF + D,)7 
wie (138), so folgte aus der identisch in ¥ geltenden Gleichung 
(XC; + Di) (4A; + Bi) = (AX + BCX + D)7 


zunichst, dass 


XN; CX = XCIAX, XAD—C/B)=@OA-BiOxX, BO=HD/% 
gilt, und hieraus 
WE= CA, AWAD—-CiB=pE, DiA-BiC=pE, BO=919, 


wo p eine Zahl bedeutet. Dann wire aber 


% B.\/ a B 
e 2) a(¢ 4 = 3; 

und (133) ergabe Dt: = pM, p? = 1,0 = +1. Umgekehrt liefern offenbar — 2 
und + 9M dieselbe Modulsubstitution. Die Modulgruppe n** Grades entsteht 
also als Factorgruppe der Gruppe aller canonischen Matrizen, indem man + 
und — 9 zu einem Gruppenelement zusammenfasst. 

Es handelt sich nun um eine zweckmiassige Definition des Fundamental- 
bereiches der Modulgruppe im Gebiete H. Setzt man wieder ¥ = ¥ + 73, 
X, = Y, + 73, so gilt zufolge (137) die Beziehung 


(139) 3 = (CX + D)’3:(CX + D), 


und daher ist dann und nur dann | 3:| 2 | 3|, falls der absolute Wert von 
| CX + D| nicht grésser als 1 ist. Durch die Untersuchungen des vorigen 
Paragraphen ist aber gefunden worden, dass die iiber ein volles System nicht 
associierter teilerfremder symmetrischer Matrizenpaare €, D erstreckte Summe 


>: | C¥ + D | 2 fir alle hinreichend grossen natiirlichen m absolut convergiert, 
wenn % in H liegt. Also gibt es zu jedem X in H nur endlich viele nicht asso- 
ciierte teilerfremde symmetrische ©, D, fiir welche der absolute Betrag von 
| CX + D| nicht grésser als 1 ist. Ferner andert sich dieser absolute Betrag 
nicht, wenn ©, D durch ein associiertes Paar ersetzt wird. Nennt man zwei 
durch eine Modulsubstitution verbundene Matrizen ¥ und %, dquivalent, so 
existiert also zu jedem X in H ein &quivalentes ¥,; mit maximalem Wert der 
Determinante | 3: |. 

* Es habe nun | 3 | jenen maximalen Wert | 3: |. Fiir alle Modulsubstitutionen 
ist dann der absolute Wert von | CX + D | mindestens gleich 1; genau gleich 1 
ist er sicherlich fiir die Modulsubstitutionen mit € = 9%. Diese haben die Form 


% = WHU+ S 
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mit unimodularem Ul und ganzem symmetrischen &; sie bilden offenbar eine 
Untergruppe der Modulgruppe. Man bestimme nun U derart, dass die positive 
Matrix 3, = WU’ 3U reduciert ist, etwa unter Zugrundelegung der Minkowski- 
schen Reductionsbedingungen der definiten quadratischen Formen, und dann 
wihle man ©, sodass alle Elemente der Matrix 9), = U’ JU + S dem Intervall 
—~}<y S + } angehoren. 


Nennt man eine symmetrische Matrix ¥ = 9) + 13 mit positivem Imagi- 
narteil 3 reduciert, falls erstens fiir alle mit X aquivalenten X, = 9; + 73; die 
Determinante | 3:| S | 3| ist, zweitens die positive Matrix 3 den Minkows- 
kischen Reductionsbedingungen geniigt und drittens alle Elemente von 9) dem 
Intervall — } S y S + } angehéren, so gibt es also zu jedem X in H eine Aiquiva- 
lente reducierte Matrix %,. Die reducierten Matrizen X erfiillen eine gewisse 
Teilmenge F des Gebietes H in dem n(n + 1)-dimensionalen Raum, dessen 
Coordinaten die reellen und imagindren Teile der unabhingigen Elemente von 
¥ sind. 

Hitrssatz 44: Die Punktmenge F ist ein von endlich vielen analytischen Flachen 
begrenztes Gebiet, auf welchem | 3| eine positive untere Schranke besitzt. Geht 
man auf F ins Unendliche, so wird dabei | 3 | selbst unendlich. Ein innerer Punkt 
von F ist mit keinem wetteren Punkte von F dquivalent, ein Randpunkt nur mit 
endlich vielen. 

BeweEts: Von den Diagonalelementen der Matrix 3 = (zx:) sei z,, das kleinste. 
Ersetzt man in der Einheitsmatrix €™ das k* Diagonalelement durch 0 und 
ganzzahliges d, in der Nullmatrix 2” das k* Diagonalelement durch —1 und 
+1, so erhilt man 4 Matrizen A, D, B, C, die offenbar eine Modulsubstitution 
n= Grades bilden. Es wird dann 


|\6X¥+D|=a+d, 
und fiir reduciertes ¥ ist daher 
(yer + a)? + 24, 21. 


Wegen — 3 < yx S + 4 folgt fir d = 0 die Ungleichung zu = »/3/2. Also 
sind alle Diagonalelemente von 3 mindestens gleich +/3/2. Fiir reducierte 
positive 3 liegt aber das Verhaltnis des Productes aller Diagonalelemente zur 
Determinante unter einer nur von n abhingigen Schranke. Folglich existiert 
fir | 3 | eine positive untere Schranke, und ferner liegen alle Elemente von 3 
absolut genommen unter einer nur von | 3| abhangigen Schranke. Da fir 
reduciertes ¥ die Elemente von 9) beschriinkt sind, so wird also | 3 | unendlich. 
falls ¥ auf F ins Unendliche geht. 

Ist ¥ ein Randpunkt von F, so gibt es in beliebiger Nahe von X reducierte 
und nicht reducierte Punkte. Hieraus folgt leicht, dass es entweder ein teiler- 
fremdes symmetrisches Matrizenpaar ©, D mit © ~ J und 


(140) |X+D||CX+D|=1 
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gibt, oder dass 3 auf dem Rande des Minkowskischen Fundamentalbereiches Z 
der positiven Matrizen liegt, oder dass ein Element. von 9) den Wert + 1/2 
oder — 1/2 besitzt. Aus der eben bewiesenen Existenz einer positiven unteren 
Schranke fiir die Diagonalelemente von 3 ergibt sich in Verbindung mit Hilfs- 
satz 41 durch die Beweismethode von Hilfssatz 40, dass iiberhaupt nur fiir 
endlich viele nicht associierte teilerfremde symmetrische Paare €, D die Glei- 
chung (140) eine Lésung Xin F haben kann. Da associerte Paare ©, D dieselbe 
algebraische Flache (140) liefern, so gehéren zu den Randstiicken von F jeden- 
falls nur endlich viele dieser Flachen. Ferner hat Minkowski gezeigt, dass sein 
Fundamentalbereich Z von endlich vielen Ebenen begrenzt wird. Endlich 
erhalt man ein Ebenenpaar, wenn man alle 9) betrachtet, bei denen ein festes 
Element den Wert + 1/2 hat. 

Ist ¥ ein innerer Punkt von F und %, ein mit ¥ aquivalenter Punkt von F, 
so folgt aus (138) und (139) das Bestehen von (140), also € = ¥. Da ferner 
3 im Innern von Z und 3; in Z liegt, so folgt aus (139) die Gleichung D = + G. 
Die Elemente von 9) und 9); liegen zwischen —1/2 und +1/2 und zwar bei 9) 
mit Ausschluss der Grenzen; aus (138) ergibt sich daher 8 = QN, ¥, = %. 

Sind endlich X; und X¥ zwei aquivalente Randpunkte von F, so gilt wieder 
(140). Ist auch der Randpunkt %, mit ¥ aquivalent, also 


Xo = (1% + $1) (Qik + D) *y ’ 
und dabei das Paar €,, D; mit €, D associiert, so ist nach Hilfssatz 42 


es 4 Hs “ ie “4 
GQ D/' \n w'/\E D 


mit unimodularem Ul und ganzem symmetrischen © und demnach 
% = W*U+ S. 


Da 3: und 32 = WW’ 3, in Z liegen, so hat man nach Minkowski nur endlich 
viele Méglichkeiten fiir U. Da die Elemente von 9. beschrinkt sind, so gibt 
es ausserdem bei jedem U nur endlich viele ganze G6 = Y. — UY. Es gibt 
ferner nur endlich viele nicht associierte Paare €, D, so dass auf (140) ein Rand- 
punkt von F liegt. Hiermit sind alle Behauptungen von Hilfssatz 44 bewiesen. 

Die Punktmenge F heisse Fundamentalbereich der Modulgruppe n™ Grades. 
Er hat auf grund von Hilfssatz 44 gerade die Eigenschaften, welche fiir eine 
Verallgemeinerung der classischen Theorie der Modulfunctionen wesentlich 
sind. Unter einer Modulfunction n*" Grades wird man eine in H meromorphe 
Function f(X) verstehen, die bei allen Modulsubstitutionen n*® Grades invariant 
ist und im Unendlichen ein jetzt noch zu definierendes Verhalten zeigt. 

Falls f(¥) beschrankt bleibt, wenn ¥ im Fundamentalbereich ins Unendliche 
geht, so ist f(¥) nach Hilfssatz 44 fiir alle hinreichend grossen | 3 | regular, und 
da sich f(X) nicht andert, wenn ¥ durch ¥ + S mit beliebigem ganzen sym- 
metrischen © ersetzt wird, so existiert dort eine Fouriersche Entwicklung 


(141) f(%) = p> a(Z) e?* e(F%) | 
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wo & alle symmetrischen £™ mit ganzzahligem y’Tr durchlauft. Bedeutet dv 
das n(n + 1)/2-dimensionale Volumenelement und £ den Einheitswiirfel im 


))-Raum, so ist 
a(Z) aan e ra(Z3) [1 e 2 to(ZD) dv. 
Ez 


Indem man | 3 | in geeigneter Weise ~ werden lisst, erkennt man unter Benut- 
zung der Beschranktheit von f(X), dass a(Z) fiir alle diejenigen T verschwindet, 
fir welche x’Zx bei reellem r¢ auch negative Werte annehmen kann. In (141) 
braucht man also T nur die nicht-negativen Matrizen durchlaufen zu lassen. 

Fir unimodulares U ist ferner f(U’XU) = f(X), also wegen der Eindeutigkeit 
der Fourierschen Entwicklung a(UTU’) = a(Z), so dass a(Z) nur von der 
Classe von [ abhangt. Setzt man noch 


g(Z, X) ant e2 ti e(t,%) 4. Ghote gh) aie 


wo 3, 2, --- alle mit T aquivalenten symmetrischen Matrizen durchlaufen, 
so gilt bei Summation iiber alle nicht-negativen Classenreprisentanten (ZT) mit 
ganzem r’/Trx die Entwicklung 


(142) f(®%) = bite a(Z) g(Z, X), 


welche fiir alle hinreichend grossen | 3 | absolut und gleichmassig convergiert. 

Bleibt aber f(¥) nicht beschrankt, wenn ¥ im Fundamentalbereich ins Un- 
endliche geht, so besteht dort keine Entwicklung der Form (142). Es soll nun 
{(%) im unendlich fernen Teile von F meromorph heissen, wenn es fiir alle hin- 
reichend grossen | 3 | in F als Quotient zweier Reihen der Form (142) darstellbar 
ist. Ist die Function f(%) bei der Modulgruppe n*" Grades invariant und in F 
mit Einschluss des unendlich fernen Teiles meromorph, so mége sie Modul- 
function n‘*" Grades genannt werden. 

Ein constructiver Existenzbeweis von Modulfunctionen n‘* Grades wird 
durch die verallgemeinerten Eisensteinschen Reihen des Satzes 6 nahegelegt. 


Es sei eine natiirliche Zahl r > sah und 
(143) o(%) = 2) | WX + Bl, 


wo %, ¥ ein volles System nicht associierter teilerfremder symmetrischer Matri- 
zenpaare durchlauft. Diese Function ist in H regular. Sie gestattet ferner, 
Wie aus Hilfssatz 38 durch Umkehrung des im vorigen Capitel benutzten Gedan- 
kenganges folgt, eine Entwicklung der Form (142). Ist 


X, = (AX + B)(CX + D)+ 


eine Modulsubstitution, so durchlauft das Paar %4% + B.C, UB + B.D mit 
dem Paare %, B, zugleich ein volles System nicht associierter teilerfremder 
symmetrischer Matrizenpaare, und folglich ist 


o(%:) = | C¥ + D |?" ¢(X). 
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Offenbar wird dann die Function f,.(%) = gy,” eine Modulfunction. Man 
kann beweisen, dass sich aus diesen Functionen n(n + 1)/2 unabhingige durch 
geeignete Wahl von r und s herausgreifen lassen. Dieser Nachweis ist etwas 
miihsam; er liasst sich z.B. fiihren, indem man fiir unendlich werdendes r die 
Function ¢,(¥) in der Nahe der Randpunkte des Fundamentalbereiches 
untersucht. 

Es seien nun n(n + 1)/2 = A unabhiangige Modulfunctionen n*" Grades 
fi, --- , fn gegeben. Es gilt der grundlegende Satz, dass jede weitere Modul- 
function n**" Grades algebraisch von fi, --- , f, abhangt und dass genauer die 
Modulfunctionen n* Grades einen algebraischen K6rper tiber fi, --- , f, bilden. 
Der Beweis fiir diesen Satz lisst sich ganz ahnlich so fiihren, wie es fiir den ent- 
sprechenden Satz in der Theorie der 2p-fach periodischen Functionen von 
Poincaré und Picard und in der Theorie der Hilbertschen Modulfunctionen von 
Blumenthal geschehen ist. Man hat dabei wesentlich zu benutzen, dass die 
Modulfunctionen n‘" Grades im unendlich fernen Teile des Fundamental- 
bereiches als Quotient von Reihen der Form (142) darstellbar sind. 

Jetzt soll der Zusammenhang mit der Theorie der algebraischen Curven 
dargelegt werden. Es sei dw, --- , dw, ein System unabhingiger Differentiale 
erster Gattung auf einer algebraischen Curve vom Geschlecht n. Die Schnitte 
eines canonischen Schnittsystems der zugeh6rigen Riemannschen Flaiche mégen 
zu den Classen a;, &.(k = 1, --- , n) gehdéren. Es seien 

dw; = px, dwi = Qi (J = 1,--- ,n) 
(az) (By) 


die zugehérigen Perioden der Integrale erster Gattung und (px1) = 8, (qe1) = O. 
Wie Riemann gezeigt hat, ist dann |Q | ¥ 0 und BQ- = ¥ = Y + 73 syn- 
metrisch mit positivem Imaginarteil 3. Ist 2% die eine zweite canonische 
Zerschneidung liefernde canonische Matrix, so steht die neue Periodenmatrix 


+8 mit der alten (3) in der Beziehung 
1 


] 
$i $ 
(&,) = * (8) 
und folglich geht B:Q7' = X aus ¥ durch eine Modulsubstitution n*" Grades 
hervor. Setzt man X als Argument einer Modulfunction n" Grades f(%), 
so hingt also der Wert f(¥) nicht von der Art der canonischen Zerschneidung 
ab, sondern nur von der algebraischen Curve und zwar genauer von den bei 
birationaler Transformation invarianten Bestimmungsstiicken der Curve, nimlich 
ihren Moduln. Nach Riemann besitzt eine algebraische Curve des Geschlechtes 
n > 1 gerade 3n — 3 unabhingige complexe Moduln. Wie Severi gezeigt hat, 
kénnen diese Moduln als gewisse von den Coefficienten der Curvengleichung 
algebraisch abhingige Gréssen gewahlt werden, die eine irreducible (3n — 3)- 
dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit M bilden. Jedem algebraischen 
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Functionenkérper vom Geschlecht n entspricht dabei genau ein Punkt der 
Mannigfaltigkeit M und umgekehrt jedem Punkte der Mannigfaltigkeit M mit 
Ausnahme einer Mannigfaltigkeit Mo von niedrigerer Dimension genau ein 
algebraischer Functionenkérper des Geschlechtes n, wihrend den Punkten von 
M, Functionenkérper niedrigeren Geschlechtes entsprechen. Die auf M ein- 
deutigen meromorphen Functionen bilden den Korper der Moduln. 

Nun ist ¥ regular in allen nicht auf Mo liegenden Punkten P von M; jede 
Modulfunction n*" Grades f(X) ist also dort meromorph. Riickt jetzt P auf M 
gegen einen Punkt Po von Mo, so muss dabei die mit ¥ aquivalente reducierte 
Matrix ¥, auf F ins Unendliche gehen; existierte nimlich in F ein endlicher Hau- 
fungswert X dieser X1, so lieferte die Riemannsche Lésung des Umkehrproblemes 
zu diesem X einen algebraischen Functionenkérper vom Geschlecht n und Pp 
kénnte nicht auf Mp, liegen. Durch eine eingehendere Betrachtung lisst sich 
zeigen, dass genau n — p Diagonalelemente von %,, etwa die Elemente 2; fiir 
k = p+1,---,m, unendlich werden, falls zu Po ein Functionenkérper vom 
Geschlechte p gehért, wihrend die Elemente der aus den p ersten Zeilen und 
Spalten von X, gebildeten Teilmatrix T endliche Grenzwerte haben. Bei diesem 
Grenziibergang geht aber die Reihe (143) fiir ¢,(¥), wie man unter Benutzung 
der Fourierschen Entwicklung im Unendlichen erkennt, genau in die entspre- 
chende Reihe mit p statt n und & statt X¥ iiber, und jede Modulfunction n‘" 
Grades artet in eine Modulfunction p*" Grades aus. Daher ist f(X) auf der 
vollen Mannigfaltigkeit M meromorph, also dem Kérper der Moduln angehérig. 

Die n(n + 1)/2 unabhiangigen Modulfunctionen fi, --- , f, nehmen im Funda- 
mentalbereich F jedes Wertsystem gleich oft an. Es mégen fi, --- , f, an zwei 
Stellen X, und ¥, ¥ X¥, von F gleiche Wertsysteme annehmen. Durch Unter- 
suchung der Reihen ¢,(%) fiir unendlich werdendes r lasst sich ohne gréssere 
Schwierigkeit zeigen, dass fiir geeignetes %; nicht alle f,,(¥) in %, denselben 
Wert haben wie in ¥,. Man kann daher eine weitere Modulfunction fy so ange- 


ben, dass die = + 1 Functionen fo, --- , f, an nicht aquivalenten Stellen 


keine gleichen Wertsysteme annehmen. Dann ist jede Modulfunction n‘* Grades 
rational durch fo, - - - , f, ausdriickbar und durch die Werte fo, - - - , f, die Matrix ¥ 


bis auf eine Modulsubstitution eindeutig festgelegt. Zwischen fo, --- , f, besteht 
identisch in X¥ eine algebraische Gleichung A(fo, --- , fn) = 0. Gibt es zu gege- 
benen Werten von fo, --- , fx tiberhaupt einen algebraischen Functionenkorper, 


so zeigt die Lésung des Umkehrproblemes, dass es genau einen gibt, also einen 
Punkt P auf M. Damit nun zu gegebenen fo, --- , fx, welche die Gleichung 
A = Oerfiillen, ein Functionenkérper existiert, miissen zwischen den n(n + 1)/2 
unabhingigen Elementen von X¥ gewisse (n — 2)(n — 3)/2 analytische Glei- 
chungen erfiillt sein, und diese X bilden auf F eine (3n — 3)-dimensionale analy- 
tische Teilmannigfaltigkeit Fo. Da nun die n(n + 1)/2 Functionen fi, --- , fr 
unabhingig sind, so gibt es unter ihnen 3n — 3 auf Fy unabhingige, und es be- 
stehen (n — 2)(n — 3)/2 unabhangige analytische Gleichungen zwischen 
fi, +++ , fy auf Fo. In Verbindung mit dem vorigen Absatze folgt also, dass jede 
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Function des Kérpers der Moduln als Function von X auf Fo rational durch 
fo, --- ,f, ausgedriickt werden kann. Die auf Fy bestehenden (n — 2)(n — 3)/2 
analytischen Gleichungen erhalt man, indem man fi, --- , f, auf M algebraisch 
durch 3n — 3 unabhangige Functionen des Modulnké6rpers ausdriickt und dann 
diese Functionen eliminiert. Damit ist folgendes Resultat gewonnen: 

Der Korper der Modulfunctionen n‘" Grades ist identisch mit einem durch 
eine algebraische Gleichung A(fo, --- ,fs) = 0 definierten algebraischen 
Functionenkérper von n(n + 1)/2 Variabeln. Damit zu X eine algebraische 
Curve vom Geschlecht n gehért, ist notwendig und hinreichend, dass zwischen 


So(%), «++ , fn(¥) 


weitere (n — 2)(n — 3)/2 algebraische Gleichungen Ai(fo, --- , fi) = 0, --- 
erfiillt sind. Dann lassen sich die Moduln der algebraischen Curve rational 
durch fo, --- , f, ausdriicken und umgekehrt; der K6rper der Modulfunctionen 
geht also in den Kérper der Moduln iiber. 

Im Falle n = 2 ist bekanntlich die algebraische Curve birational in y? = P,(z) 
transformierbar, wo P, ein Polynom sechsten Grades mit einfachen Nullstellen 
bedeutet; der Kérper der Moduln ist der K6rper der rationalen absoluten pro- 


3 
jectiven Invarianten der binéren Form sechsten Grades PA(=)e = P,(z, 2z). 


Im Falle n = 3 ist ferner die Curve birational in eine Curve vierter Ordnung 
ohne Doppelpunkt transformierbar, deren homogene Gleichung P,(z, y, z) = 0 
sei; der Kérper der Moduln ist der K6rper der rationalen absoluten projectiven 
Invarianten der ternéren Form vierten Grades P,(z, y, z). Da in beiden Fallen 
(n — 2)(n — 3)/2 = 0 ist, so stimmt der Kérper der Modulfunctionen zweiten 
Grades mit dem Invariantenkérper der binairen Form sechsten Grades iiberein 
und der Kérper der Modulfunctionen dritten Grades mit dem Invariantenkérper 
der ternéren Form vierten Grades. Die Invarianten von P,(z, z) bezw. P,(z, y, 2) 
lassen sich also rational ausdriicken durch die Eisensteinschen Reihen 


> | AB + BQ |-?", 


wobei _) die Periodenmatrix der zu den Curven 3? = P;(x) bezw. P,(z, y, 2) = 9 


gehérigen Integrale erster Gattung bedeutet und %, B ein volles System nicht 
associierter teilerfremder symmetrischer Matrizenpaare durchlauft. Die Ana- 
logie mit bekannten Sitzen iiber Modulfunctionen ersten Grades ist evident. 
Es ware von Interesse, jene rationalen Beziehungen wirklich explicit anzugeben. 
Um dies ohne allzu viel Rechnung durchfiihren zu kénnen, hatte man die Form 
des Fundamentalbereiches F fiir n = 2 und n = 3 naher zu untersuchen und 
ausserdem die kleinsten Werte von r zu ermitteln, fiir welche die Eisensteinschen 
Reihen noch convergieren. 

Im Falle n = 4 wird der Zusammenhang zwischen dem Kérper der Modul- 
functionen n“** Grades und dem Kérper der Moduln der algebraischen Curven 
vom Geschlecht » durch die (n — 2)(n — 3)/2 algebraischen Gleichungen 
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Ax(fo, --- » Jn) = 0, --- hergestellt. Fir = 4 hat Schottky die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir gegeben, dass zu X eine algebraische Curve 
existiert, und zwar ist dies das Bestehen einer bestimmten algebraischen Glei- 
chung zwischen den Nullwerten gewisser mit der Matrix ¥ gebildeten Theta- 
funetionen. Mit Hilfe der Transformationstheorie der Thetafunctionen lisst 
sich die Schottkysche Gleichung in die gesuchte Bedingungsgleichung 


Ai(fo, --- , fio) = 0 


des Falles n = 4 iiberfithren; doch scheint die wirkliche Ausfiihrung der Rech- 
nung recht umstandlich zu sein. Es ist fraglich, ob fiir beliebiges n eine einfache 
Normalform jener (n — 2)(n — 3)/2 algebraischen Gleichungen besteht. 

Da im Falle n = 4 der K6érper der Modulfunctionen n‘" Grades umfassender 
ist als der Kérper der Moduln der algebraischen Curven vom Geschlecht n, 
so kann man vermuten, dass jenem Ko6rper fiir beliebiges n noch eine besondere 
algebraische Bedeutung zukommt. Wahrscheinlich spielt er fiir diejenigen 
n-dimensionalen algebraischen Flaichen, welche eine transitive Gruppe von 
birationalen Transformationen in sich besitzen, dieselbe Rolle wie die Modul- 
functionen im Falle n = 1; dabei heisst eine Gruppe von Abbildungen der Fliache 
auf sich selbst transitiv, wenn zwei beliebig vorgeschriebene Punkte ineinander 
ibergefiihrt werden kénnen. Im Falle n = 2 haben namlich Picard und Pain- 
levé bewiesen, dass jede solche algebraische Flache durch vierfach periodische 
meromorphe Functionen von 2 Variabeln uniformisiert werden kann. Anderer- 
seits bilden nach den Untersuchungen von Poincaré und Picard alle zum gleichen 
Periodensystem gehérigen (2n)-fach periodischen meromorphen Functionen von 
n Variabeln einen algebraischen Functionenkérper von n Variabeln mit einer 
transitiven Gruppe birationaler Transformationen in sich und sind algebraisch 
durch Thetafunctionen ausdriickbar, die zu einer gewissen symmetrischen 
Matrix ¥ gehéren. Da die Verallgemeinerung des Picard-Painlevéschen Satzes 
auf beliebiges n ohne wesentliche Schwierigkeit méglich zu sein scheint, so dirfte 
also zwischen den verschiedenen algebraischen Functionenkérpern von n Varia- 
beln mit transitiver Gruppe von birationalen Transformationen in sich und den 


Werten der mee + 1 Modulfunctionen fo, --- , f, eine endlich vieldeutige 


Beziehung bestehen. Fiir eine genauere Untersuchung dieser Zusammenhinge 
wire eine Ubertragung des oben benutzten Satzes von Severi auf den vorliegen- 
den Fall nétig, also eine algebraische Aussage tiber die n(n+1)/2 invarianten 
Bestimmungsstiicke jener algebraischen Functionenkérper von n Variabeln. 

Nachdem im Vorhergehenden die einfachsten Eigenschaften der Modul- 
functionen n‘*" Grades dargelegt worden sind, soll zum Schluss die Bedeutung 
von Satz 6 fiir die Theorie dieser Functionen erlautert werden. In Verfolgung 
des Gedankenganges von §11 kann man zunichst beweisen, dass die vierte 
Potenz der Classeninvariante 


(S, %) a > et i o(G'SER) 
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eine zur Congruenzuntergruppe (2S)** Stufe der Modulgruppe n‘” Grades 
gehérige Modulform n‘" Grades von der Ordnung 2m ist und dass das gleiche 
fiir die Geschlechtsinvariante F(S, X) gilt. Hieraus folgt dann, dass f(S, %) 
und F(©, %) algebraisch von den Modulformen ¢, abhingen. Durch Satz 6 
wird nun erméglicht, im Falle eines geraden m diese Abhangigkeit naher zu 
bestimmen. Analog zu Hilfssatz 33 kann man nimlich zeigen, dass die Grésse 
H(S, A, B) bei festem S nur von den Restclassen von % und B modulo (48) 
abhingt. Dann lasst sich vermége Satz 6 die Function F(S, ¥) homogen linear 


aus den Reihen >> | %{¥ + 8| 2 zusammensetzen, welche aus den bisher betrach- 
teten Eisensteinschen Reihen dadurch entstehen, dass man die Paare %, B auf 
eine vorgeschriebene Restclasse modulo 4S beschrinkt. Diese Reihen liefern 
nun aber die einfachsten zur Congruenzuntergruppe (4S)** Stufe gehdérigen 
Modulformen n*" Grades und lassen sich mittels der Transformationstheorie der 


n(n + 1) 
2 


Modulfunctionen algebraisch durch + 1 feste Modulformen ¢, aus- 


driicken. Wegen der bekannten Schwierigkeiten der Functionentheorie mehrerer 
Variabeln ist es von Interesse, durch Satz 6 eine Identitat zwischen Functionen 
verschiedener Herkunft zu besitzen, nimlich zwischen gewissen Thetareihen 
und anderen durch Eisensteinsche Reihen definierten Modulformen; und jede 
einfache nicht-triviale Identitat bedeutet ja fiir eine complicierte Theorie bereits 
eine Entschuldigung. 


PRINCETON, NEw JERSEY. 





